35 Matrixschreibweise fiir lineare Abbildungen

35.1 Motivation

e Wir haben gesehen, dass lineare Abbildungen sich durch ihre Wirkung auf
die Basisvektoren ausdriicken lassen.

e Mithilfe von Matrizen kénnen wir dies kompakt aufschreiben und die Hin-
tereinanderausfithrung linearer Abbildungen elegant berechnen.

35.2 Struktur linearer Abbildungen zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorraumen

Es sei K ein Korper (meistens R oder C). Dann ist

T a1y + ...+ aT,
f: K'"— K™, N : : (%)
T U121 + - o . + AT,
T Y1
eine lineare Abbildung: Fir z = | ¢ |,y = | : | € K" und \,p € K gilt
Tn Yn
némlich
ap1(Azy + pyr) + - o+ an( Az, + pyn)
fQz +py) = : :
1 (A1 + py1) + - oo+ (A, + 1yy)
a;1r1 + ...+ amrns annyi + ...+ ain¥yn
= A : : +u : :
Am1%1 + ...+ QmnTy Am1Y1 + ...+ QmnYn
=AM (@) +pf(y) -

Umgekehrt besitzt jede lineare Abbildung von K™ nach K™ diese Struktur, da
nach 34.9 eine lineare Abbildung von K" in einen anderen Vektorraum durch

1 0
0 :

die Bilder der Basisvektoren | | ,..., | = | € K" eindeutig bestimmt ist. Sind
0 1

o1



aii QA1n
diese Bilder durch : ey : € K™ gegeben, so folgt, dass () die ent-

Am1 Qmn
sprechende lineare Abbildung ist. Diese Struktur gibt Anlass zur nachfolgenden

Definition.

35.3 Definition: Matrix

Es sei K ein Korper. Das rechteckige Schema

@11 a2 ... Qi

ao1 a9 ... Qop
A=

Am1 Am2 .. Qmnp

mit a;; € K firi=1,...,mund j = 1,...,n heiBt m X n-Matrix iiber K. Die
Menge aller m x n-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit K*™.

an Q1n

Die Vektoren : ey : heilen Spaltenvektoren von A;
tm1 Amn,

(@11, 5 a1n)s - (@m1y - - -, Gmp) heilen Zeilenvektoren von A.

Die Matrix A wird auch als (a;;) geschrieben. Dabei bildet i den Zeilenindex
(bleibt innerhalb jeder Zeile konstant) und j den Spaltenindex (innerhalb jeder
Spalte konstant).

35.4 Matrizen spezieller Gestalt

a) Quadratische Matrizen: Eine n x n-Matrix heifit quadratisch. Dagegen
heilen m x n-Matrizen mit m # n nichtquadratisch.

b) Diagonalmatrizen: Eine quadratische Matrix A = (a;;), bei der a;; = 0
fiir alle (7, ) mit ¢ # j gilt (also nur Diagonaleintrige a;; von Null verschie-
den sein dirfen), heifit Diagonalmatrix.

c) Dreiecksmatrizen: Eine quadratische Matrix A = (a;;), bei der a;; = 0
fir alle (¢,7) mit ¢ > j gilt (also nur auf der Diagonale und dariiber von
Null verschiedene Eintrége stehen diirfen), heiit obere Dreiecksmatrix.
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Gilt a;; = 0 fiir alle (¢,7) mit ¢ < j, so spricht man von einer unteren

Dreiecksmatrix.

35.5 Matrix-Vektor-Produkt

x C1
Iste=] : | €Kundec=| : | € K™, so schreiben wir statt
Ty Cm
a;lxry + ...+ a1, C1
Am1T1 + - ..+ Qn Ty Cm
jetzt
ayy ... Qip I C1
= )
Am1l -+ Qmn Tp Cm
NS ~~ o
Matrix A Vektor = Vektor ¢

also kurz: Az = c.

Eine solche Schreibweise ist sowohl fiir lineare Abbildungen niitzlich als auch fir
lineare Gleichungssysteme (spétere Vorlesungen: Kapitel 7?7, ??7). Sie definiert
das Produkt zwischen einer m x n-Matrix A = (a;;) € K™ " und einem Vektor
x e K™ als Axr = ¢ mit ¢ € K™ und

ci:Zaijxj, 2:1,,m
j=1
Jede lineare Abbildung f : K™ — K™ kann also geschrieben werden als
f(z) = Az mit A e K™".

Die Spalten von A sind dabei die Bilder der Basisvektoren.
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35.6 Beispiele fiir lineare Abbildungen in Matrixschreib-
weise
a) Die lineare Abbildung f : R* — R mit
1 0

0
0 r—><;), 1 r—><i>, 0 H(?)
0 0 1

wird beschrieben durch

2 —4 1
also z. B.
2 2
= (3] = j)= 310 (5) (3241340 1Y _ (9
- | S \2 —4 1 | S \2-2—4-3+1-1) \-7)°

b) Streckung

Die Matrix A = AO € R?*? bildet einen Vektor x auf A0 T =
0 A Y 0 N \y
AT T
= ab.
(Ay) (y)
¢) Drehung in R?

Die Matrix der Drehung um einen Winkel « lautet demnach
A <CF)SOz —sina) .
sin v cos «
(Drehungen werden dabei gegen den Uhrzeigersinn durchgefiihrt.)
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d) Spiegelung an der z;-Achse in R?

. 1 0
0 —1
bewirkt offenbar eine Spiegelung an der x;-Achse.

e) Drehung in R?
cosae 0 —sina
A= 0 1 0

sina 0 cos o

beschreibt eine Drehung in der z1-z3-Ebene (entlang der xo-Achse geschieht

nichts).
()= () (1)

sind keine linearen Abbildungen.

f) Translationen

Welche Verkniipfungen lassen sich mit Matrizen ausfithren?

35.7 Definition

Es sei K ein Korper.

a) Die skalare Multiplikation einer Matrix A = (a;;) € K™*™ mit einem
Skalar A\ € K erfolgt komponentenweise:

b) Die Addition zweier Matrizen A = (a;;) € K™", B = (b;;) € K™"
erfolgt komponentenweise:

A"—B:(CL@]"‘()@])

c¢) Die Multiplikation zweier Matrizen A = (a;;) € K™*", B = (b;;) € K™
definiert man als

A-B=Ce K™",

n
Cij = E itbrj -
k=1
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Bemerkung: Die Matrixmultiplikation erfolgt also ,,Zeile mal Spalte*:

e o ofe]l e o

o o o o o o o e o o le|l o o o o o 370”3 « o
ile o o o o e o e o o ol o e |7;7”;”70”1‘2[”0”7;7
o o o o o o o o o o |0 o o — 7;7”;”7;73037:”;7
o o o o o o o o o o (o[ o o e o o i.\ « o
o o o o o o o o o o |0 o o e o o 3.; . o

° o o (o]0 o Lj”‘
\ _ P -

m Xn nxr m Xr

L T

Kompatibilitdtsbedingung

Nur zueinander ,,passende Matrizen (Kompatibilitatsbedingung: Spaltenzahl der
ersten = Zeilenzahl der zweiten Matrix) kénnen miteinander multipliziert werden.

35.8 Beispiele

(In diesen Beispielen ist stets K = R.)
5 1 15 3
a) 3- <2 —4) - <6 —12)

3 8 —7
b)< —1 7) < 9)_<4116>
5 (2 3 1) X

4 -1
’ 8

Welche Rechenregeln ergeben sich aus 35.77

4-6-1-1+7-8 4-4—-1-0+7-9 79 79

O O =~

(2 6+3-14+1-8 2-44+3-0+1- 9) (23 17)

35.9 Satz: Eigenschaften der Matrixoperationen

Es sei K ein Korper. Dann gilt:
a) K™*" ist ein Vektorraum:
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o (K™*™ 4) ist eine kommutative Gruppe
— Assoziativgesetz: (A+ B)+C =A+ (B+ ()
0 ... 0
— neutrales Element: 0 = | : ] e KM
0 ... 0
— inverses Element zu A ist —A = (—1)A
— Kommutativgesetz: A+ B= B+ A
A(pA) = (An)A
e 1 - A=A
AMA+ B)=XA+ B
A+ p)A = A+ pA

b) (K™, +,-) ist ein Ring mit Eins:
o (K™ +) ist eine kommutative Gruppe
o (K™™ .)ist ein Monoid:
— Assoziativgesetz: (A-B)-C =A-(B-C)

1 0 ... 0
0 1 :

— neutrales Element: [ = . c Knxn
0 0 1

e Distributivgesetze:

A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

35.10 Bemerkungen

a) Die Matrixmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ:
2 1 5 3\ [(2-5+1-4 2-3+1-6\ (14
7 —4) \4 6/ \7-5-4-4 7-3-4-6) \19 -3

53\ (2 1Y) _(5-24+3-7 5-1-3-4) _ (31
4 6 7 —4) \4-246-7 4-1—-6-4) \50 —20

a7



b) Ebenso besitzt eine n x n-Matrix im Allgemeinen keine Inverse beziiglich
der Matrixmultiplikation.

c) (K™ +,-) ist nicht nullteilerfrei:
01\ (3 7\ (00
0 0/\0 0/ \o 0
d) K™™ ist als Vektorraum isomorph zu K™,

e) Spaltenvektoren aus K™ konnen als m x 1-Matrizen aufgefasst werden. Vek-
toraddition und skalare Multiplikation sind Spezialfille der entsprechenden
Matrixoperationen. Das Matrix-Vektor-Produkt ist ein Spezialfall der Ma-
trixmultiplikation.

f) Satz: Die Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen entspricht der
Multiplikation ihrer Matrizen:

G (G S

A e KnXT’ B 6 Km)(n

gof: K" — K™ wird durch B - A € K™*" reprisentiert.

35.11 Inverse Matrizen

Im Allgemeinen hat A € K™ " kein multiplikatives Inverses A~1. In vielen Fillen
existiert jedoch eine inverse Matrix.

COE -6
2 4 —% g 2 4
1 (5-4-2-6 -5-6+6-5\ 1/8 0y (10
~ 8 (2.4—4-2 —2-6+4-5) o8 (0 8) B (o 1) '
Ein Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix werden wir in einer spéteren
Vorlesung kennen lernen.
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35.12 Definition

Eine Matrix A € K™ heifit invertierbar (umkehrbar, regulir), falls eine
Matrix A=! € K™*" mit AA~! = ] existiert. A~! heifit inverse Matrix zu A.

Die Menge der invertierbaren Matrizen aus K™*" wird mit GL(n, K) bezeichnet.

Eine nicht invertierbare Matrix wird auch als singulédr bezeichnet.

35.13 Satz: Gruppeneigenschaft von GL(n, K)

Die Menge GL(n, K) bildet mit der Matrizenmultiplikation eine multiplikative
(nichtkommutative) Gruppe.

35.14 Bemerkungen

a) GL steht fur general linear group.
b) Sind A, B € GL(n,K), soist (A-B)~™! = B7!. A7 denn

A-B-BLA'=AT- A=A A1=1.
_—

I

¢) Nichtquadratische Matrizen sind niemals invertierbar. Allerdings kann man
u. U. eine so genannte Pseudoinverse angeben (spitere Vorlesung).

d) Die Invertierbarkeit einer Matrix entspricht der Bijektivitéat der zugehorigen
linearen Abbildung.

Nach dem Beweis von Satz 34.10 ist eine lineare Abbildung zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen genau dann bijektiv, wenn Basen auf Ba-
sen abgebildet werden.

Daraus folgt: A € K™ " ist genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvek-
toren von A eine Basis des K™ bilden.
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