40 Euklidische Vektorrdume, Skalarprodukt

40.1 Motivation

Im R? und R?® kann das Skalarprodukt zweier Vektoren gebildet werden. Mit
seiner Hilfe lassen sich Léngen von Vektoren bestimmen sowie feststellen, ob
Vektoren senkrecht (orthogonal) zueinander sind; allgemein kénnen auch Winkel
zwischen Vektoren berechnet werden.

Ziel: Wir wollen dieses Konzept auf andere Vektorrdume iiber R ausdehnen
und auch in diesen ein Skalarprodukt bereit stellen, Orthogonalitéit definieren,
Langen und Winkel bestimmen.

40.2 Definition: euklidischer Raum

Es seien u = (uq,...,u,)T und v = (vy,...,v,)T Vektoren im R".

Das euklidische Produkt (euklidische Skalarprodukt) u - v wird definiert

durch
n
U-v .= E U;v; -
i=1

Den Vektorraum IR”™ versehen mit dem euklidischen Produkt bezeichnet man als
n-dimensionalen euklidischen Raum.

40.3 Beispiel

-1 5
—4

Es sei u = 2 , U= . Dann ist
7 0

uw-v=(-1)-54+3-(-4)+5-7T+7-0=18.
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40.4 Satz: Eigenschaften des euklidischen Produkts

Es seien u,v,w € R" und a € R. Dann gilt:

a) u-v=uv-u (Kommutativitiit)
b) (u+v) - w=u-w+v-w (Additivitdt oder Distributivitit)
¢) (au) -v=a(u-v) (Homogenitét)
d) v-v>0
v-v =0 genau dann, wenn v =0 (positive Definitheit).
Bemerkungen:

e Die Kommutativitit des Skalarproduktes bezeichnet man auch als Sym-
metrie.

e Distributivitdt und Homogenitét ergeben zusammen
(au+ Bv) - w = a(u-w)+ B(v-w)
sowie mit der Symmetrie
u- (v + pw) =a(u-v)+ flu-w)

fir alle u,v,w € R" und a, € R. Diese Eigenschaften fasst man unter

dem Begriff Bilinearitéit zusammen.

e Fiir v - v schreibt man auch v2.

Beweis: (a) und (c) folgen unmittelbar aus der Definition.
Zu (b): Es gilt

(u+v)~w:(ul—l—vl,...,un—i—vn)T-(wl,...,wn)T

n
=1
n n
= E Ujw; + E VjW;
i=1 =1
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=u-w+v-w.

Zu (d): Esgilt v-v =0 4+vi+...+ 02 >0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn v; = v, = ... = v, = 0, d.h. wenn v = 0.
O

40.5 Definition: euklidische Norm

Es sei v = (uy,...,u,)" € R™ ein Vektor. Die euklidische Norm von u ist
definiert durch

lul ;== Vu-u=/ud+...+u2.

Der euklidische Abstand zweier Vektoren u = (u1, ..., u,)T undv = (vy,...,v,)T
ist definiert durch

du,v) = |lu—v] = /(g —v1)2 + ...+ (Un — v,)? .

Bemerkung: Die euklidische Norm misst die Ldnge eines Vektors.

40.6 Beispiel

Fir v = und v = ist

NN O

lul = V1 +9+4+49 =63 =3V7
d(u,v) = /(1 =02+ (3—-7)24 (—2—-2)2+ (7 —2)?
—V1+16+16+25 =58

40.7 Satz: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung im IR"

Fir u,v € R" gilt stets
u- o] <ul - o] .
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Beweis: in der néchsten Vorlesung (in allgemeinerer Form)

40.8 Satz: Eigenschaften der euklidischen Norm

Es seien u,v € R" und a € R. Dann gilt:

d) Ju+v| < |u|+ |v] (Dreiecksungleichung)

Bedeutung der Dreiecksungleichung: Die Summe der Léngen zweier Drei-
ecksseiten ist nie kleiner als die Lange der dritten Dreiecksseite.

ut+v

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition
der euklidischen Norm und der positiven Definitheit des euklidischen Produktes.

Zu (c): Nach Definition der euklidischen Norm ist

lau| = v/(auy)? + ... + (au,)?
= \/a2(u%+...+u%)

=va2\Jui+...+u
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Zu (d): Es ist

lu+v]* = (u+v)- (u+v) (nach Def.)
=u?+u-v+v-u+v?  (Distributivitéit)
= |ul® +2u-v+ ||
< Jul* +2u| |v] + |v]? (Cauchy-Schwarz)
= (Jul + o) .

Wegen der Monotonie der Quadratwurzelfunktion (man beachte, dass beide Sei-
ten der Ungleichung nichtnegativ sind) folgt

u+ o] < Juf + o] .

40.9 Satz: Eigenschaften des euklidischen Abstandes

Es seien u,v,w € R" und a € R. Dann gilt:

a) d(u,v) >0
b) d(u,v) =0 = wu=w
¢) d(u,v) =d(v,u)

d) d(u,v) < d(u,w)+ d(w,v)

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich als direkte Folgerungen aus Satz 40.8.
O
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40.10 Definition: Orthogonale Vektoren

Zwei Vektoren u,v € R" heiflen orthogonal, falls v - v = 0.

-2 1
. . 3 .
Beispiel: Es sei u = | v = ol Dann gilt
4 -1

u-v=-24+64+0—-4=0,

uw und v sind also orthogonal.

Bemerkung: orthogonal® = | zueinander senkrecht®

40.11 Satz von Pythagoras im IR"

Sind u,v € R" orthogonal, so gilt

lu+ o> = |u]* + v]* .

utv
\Y Hypotenusenquadrat =

/ Summe der Kathetenquadrate
[ ]
-

Beweis: Es gilt

lu+v)? = (w+v)- (u+v)=|uf>+2u- v+

wegen Orthogonalitit
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2
Beispiel: u = und v = 0 sind orthogonal.

B =W

-1

> =4+9+1+16 =30

W=14+44+0+1=6
u+v=(-1,51,3)"T
lu+v)*=1+25+1+9=236

= [ul® + o] .

40.12 Interpretation des euklidischen Produktes als Ma-
trixmultiplikation

Es seien u, v € R". Dann kann man das euklidische Produkt u-v als Multiplikation
der 1 x n-Matrix u* mit der n x 1-Matrix v auffassen:

U'UIUTU.

(Zur Erinnerung: Vektoren im R" sind fir uns stets Spaltenvektoren.)

1 0
— 2
Beispiel: Fiir u = 3 , U= 1 gilt

4 9

0

T 2

uwov=(1,-3,7,4) ) =0—-6+4+74+36=23T7.
9
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