41 Funktionalanalytische Verallgemeinerungen

41.1 Motivation

e Die Begriffe des euklidischen Produktes, der Norm und des Abstandes sollen
abstrahiert werden, um sie auch auf andere Rdume iibertragen zu kénnen.

e Dies ist auch fiir Anwendungen wichtig: Zum Beispiel ist in Signal- und
Bildverarbeitung die Fouriertransformation von grofler Bedeutung. Sie be-
ruht auf den in diesem Abschnitt besprochenen Konzepten.

41.2 Definition: inneres Produkt

Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Funktion
(+,-):VxV-=R

heiflt inneres Produkt (Skalarprodukt), wenn fur alle u,v,w € V und « € R
gilt:

(a) (u,v) = (v, u) (Symmetrie)

(b) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) (Additivitét)

(c) (o, v) = alu,v) (Homogenitt)

(d) (v,v) >0 (Nichtnegativitét)
(v,v) =0 = v= (Nichtdegeneriertheit)

Ist dies der Fall, so heifit (V) (-, -)) Pra-Hilbert-Raum.

Bemerkungen: 1. Wenn jede Cauchy-Folge aus Elementen von V' (siche MfI
1, 10.11) gegen ein Element von V' konvergiert, so heiit der Raum V' wvollstindig.
Ein vollsténdiger Pra-Hilbert-Raum heifit Hilbertraum.

2. Der Anlass fiir unsere Beschrinkung auf reelle Vektorraume liegt in der Nicht-
negativitat: Wahlt man als Grundkorper fiir V' statt R beispielsweise den Korper
der komplexen Zahlen oder ein Galoisfeld, so ist nicht ohne weiteres klar, wie
die Forderung der Nichtnegativitit darauf iibertragen werden kann, da in diesen
Korpern keine >-Relation zur Verfiigung steht.
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41.3 Beispiele

a) Euklidische Riume

Der n-dimensionale euklidische Raum ist ein Pra-Hilbert-Raum. Nach Satz 40.4
sind alle Eigenschaften von Definition 41.2 erfillt.

b) Gewichtete euklidische Ridume
Fiir Vektoren u = (up,us)™ und v = (v1,v5)T in R?* wird durch
(u,v) := 3uiv1 + Hugvy
ein Skalarprodukt definiert.
Beweis: Symmetrie: Fiir alle u,v € R? gilt
(u,v) = 3uvy + Sugvy = (v, u) .
Additivitat: Fir alle u, v, w € R? gilt
(u+v,w) = 3(uy + v1)wy + 5(ug + v2)wsy
= (Buywi + buswsy) + (3vywy + Hvgws)
= (u,w) + (v,w) .
Homogenitit: Fir u,v € R?, a € R gilt
(ou, v) = 3auiv; + bausve = alu,v) .
Nichtnegativitit: Fiir alle v € R? ist

(v,v) =3 v +5 v3 >0,
~— =
>0 >0

Dabei gilt (v,v) = 0 genau dann, wenn v; = ve = 0 (Nichtdegeneriertheit).
U

¢) Polynomriume

Fiir beliebige Polynome
pi= Zak:pk , q:= baz®
k=0

vom Grad < n definieren wir

(p,q) := Zakbk :
k=0

Mit diesem Skalarprodukt wird der reelle Vektorraum der Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n zu einem Pra-Hilbert-Raum.
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d) Funktionenraum C|a, b]

Es sei Cla, b] der Vektorraum der auf [a, b] stetigen Funktionen f : [a,b] —
R. Fur alle f, g € Cla,b] wird mittels

b
(f.g) = / f(2)9(z) da

ein Skalarprodukt definiert, mit dem C/[a, b] zum Pra-Hilbert-Raum wird.

Lasst sich auch die euklidische Norm verallgemeinern?

41.4 Definition: Norm

Es sei V' ein reeller Vektorraum.

Eine Abbildung || - || : V' — R heit Norm auf V, wenn fur alle u,v € V, a € R
gilt

a

c) llav] = laf ||

)

b) [lo]| =0 = wv=0
)
)

d) [|u+v| < |lu|| + [|v| (Dreiecksungleichung).

In diesem Fall heiit (V|- ||) normierter Raum.

Bemerkung: Ein vollsténdiger normierter Raum heifft Banachraum (vgl. Be-
merkung zu Def. 41.2 zum Begriff Vollsténdigkeit).

41.5 Satz: Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung in Pra-Hilbert-
Raumen

Es sei (V, (-, +)) ein Pra-Hilbert-Raum. Dann gilt
<U,U>2 < <u7u> ’ <U,U>

fiir beliebige u,v € V.
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Beweis: Falls u = 0 ist, so sind beide Seiten gleich 0, und die Ungleichung gilt.

Es sei also u # 0. Dann gilt fir allex € Rund v € V
0 < (uz + v,ux + v)
= (uz,uz) + (uz,v) + (v, uz) + (v, v)
= (u,u) 2? + 2{u,v)  + (v,v) .
— _b p—
Die Parabel ax? + bx + ¢ besitzt also hochstens eine reelle Nullstelle. Fiir ihre
Diskriminante gilt daher

0> b* — dac = 4{u,v)? — 4{u, u)(v,v) .
Daraus folgt die Behauptung. U

41.6 Satz: Induzierte Norm von Pria-Hilbert-Riumen

Jeder Pré-Hilbert-Raum (V) (-, -)) wird mit
[o]] == v/ {v,v)

zum normierten Raum.

Beweis: Die Eigenschaften (a), (b) folgen unmittelbar aus Def. 41.2(d).

Zu (c): Es gilt

lov|| = v/ {av, av) (nach Def.)
= Va({v,av)  (Homogenitét)
= Valav,v)  (Symmetrie)
= v/ a?(v,v) (Homogenitét)
= [af vl (Def.)
Zu (d): Es ist
lu+v|” = (u+v,u+ ) (Def.)
= (u,u) + (u,v)
+ (v, u) + (v, v) (Additivitdt, Symmetrie)
= [Jul|* 4 2(u, v) + ||v|)? (Symmetrie, Def.)
< lull® + 2 [ull [loll + 0" (Cauchy-Schwarz)
= (flull + [lv))*
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41.7 Beispiele

a) Norm einer stetigen Funktion

Cla, b] wird mit
b 1/2

NIl == /(f(:c))2 dz fiir alle f € Cla, b]

a
zum normierten Raum.

Beispielsweise hat f(x) = 1/x im Intervall [1,2] die Norm

Gewichtete euklidische Norm

Der Raum RR? mit dem Skalarprodukt, das durch

(1, ) 1 n 1

U, V) 1= —UIV] + —UgV

) At T uaty

fiir alle u = (up,u2),v = (v1,v9)T € R? definiert ist, hat die induzierte
Norm

2 2
Y Ua
||| 9 + 1

Der Einheitskreis beziiglich dieser Norm (das heiit die Menge aller u € R?
mit ||ul] = 1) ist gegeben durch

u? u

2
—+—==1.
9 + 4
u? o ul
Dies ist eine Ellipsengleichung vom Typ —; + b_22 = 1 mit den Halbachsen
a

a=3und b =2:
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Einheitskreise in solchen Normen sind also nicht immer ,rund®.

Kann man auch den Begriff des euklidischen Abstands verallgemeinern?

41.8 Definition: Metrik

Es sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung d : V' x V' — R heifit Metrik,
falls fir alle u, v, w € V die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) d(u,v) >0
b) d(u,v) =0 & wu=w
¢) d(u,v) =d(v,u)

d) d(u,v) < d(u,w)+ d(w,v)

In diesem Falle heifit (V, d) metrischer Raum.

Bemerkung: Fiir vollstindige metrische Rdume gibt es keinen speziellen Na-
men.
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41.9 Satz: Induzierte Metrik eines normierten Raumes

Jeder normierte Raum (V|| - ||) ist mit der Metrik
d(u,v) = |lu—o| firalleu,veV

ein metrischer Raum.

Beweis: Folgt direkt durch Vergleich der Definitionen 41.4 und 41.8. U

41.10 Beispiel: Metrik auf CJa, b]

Fir f,g € Cla,b] wird durch
1/2

d(f,g) == / (F(2) — g(2))? da

eine Metrik erklart.

Beispielsweise haben f(z) = 5z und ¢g(z) = 2x — 1 in der so definierten Metrik
tiber dem Intervall [0, 1] den Abstand

1 1/2

d(f,g) = /(3x+1)2dx

- (/1(9x2+6x+1)dx
(

5 ) N 1/2
[3:6 + 3z —l—x]o)

=7.

1/2
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