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Aufgabe 1 (44+3=7 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir die Bedeutung der Eigenwerte und Eigenvektoren am Beispiel von
stochastischen Matrizen erklidren. Stochastische Matrizen A € R™*™ sind Matrizen, deren Eintrage
nicht negativ sind (das heifit alle Eintrage sind groBer oder gleich 0) und ihre Spaltensumme
ergeben 1, d.h. Y7 a;; = 1 fiir alle j € {1,...,n}. Solche Matrizen kommen sehr hiufig in
vielen Bereichen der Informatik vor.

Seien nun zwei Matrizen S; und Sy gegeben:
06 0.2 0.8 0.1
Sl<0.4 0.8)’ 52<0.2 0.9)'

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von S; und S und geben Sie alle Rechen-
schritte an.

b) Gegeben sei der Vektor v = (3,3)T. Berechnen Sie Sfv und S&v fiir k = 3. Welches Ergebnis
wiirden Sie erhalten, wenn k — oo strebt? Gibt es Unterschiede zwischen den Ergebnissen
der beiden Matrizen? Erklaren Sie!

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Fiir welche a,b € R ist die Matrix

-3 0 0
A= 2a b a
10 0 2

diagonalisierbar?

Aufgabe 3 (6+3=9 Punkte)

a) Beweisen Sie, dass O(n) und SO(n) Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe
GL(n,R) = {4 € R™*"™ | A invertierbar}
beziiglich der Matrizenmultiplikation sind.

b) Gegeben sei ein beliebiger Vektorraum V. Sei weiterhin eine Matrix A € R™*™ gegeben, die
einen Eigenwert A hat. Wir definieren den Eigenraum analog zur Vorlesung als Eig(A4, \) =
{v € V| Av = M\v}. Zeigen Sie, dass Eig(A, A) ein Unterraum von V ist.



Aufgabe 4 (24+2=4 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage:

a) Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn A = 0 kein Eigenwert von A ist.

b) Besitzt eine n X n-Matrix n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.
Hinweis: Zeigen Sie folgenden Hilfssatz:
Seien A1, Ao, ..., A\ paarweise verschiedene Eigenwerte von A und vy, vs, . .., v die zugehdrigen
Eigenvektoren. Dann ist die Menge {v1,va, ..., vx} linear unabhéngig.



