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Anmerkung: Alle Aufgaben, die mit einem * versehen sind, sind Bonusaufgaben, die zusatzliche
Punkte erbringen kénnen.

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Gegeben sei die folgende Matrix A:

(32)

Bestimmen Sie jeweils eine invertierbare Matrix S und eine Diagonalmatrix D mit A = SDS™!.

Aufgabe 2 (2 + 2 = 4 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Ist A = a + ib ein Eigenwert einer reellen Matrix A, so ist auch das komplex konjugierte
A = a — ib ein Eigenwert.

b) Gegeben sei eine Matrix A = (v1,...,vy) € R mit den Spaltenvektoren vy, ..., v, € R™,
m < n. Zeigen Sie:

rang A=m <& A" A regulir

Aufgabe 3 (5 + 4" Punkte)

a) In der Bildverarbeitung gibt es Verfahren zur Bildkompression, die auf dem Prinzip der Sin-
gularwertzerlegung basieren. Sei eine Matrix A gegeben mit Rang . Um den Speicherplatz
zu reduzieren, werden anstatt r Singuldarwerte, k < r Singularwerte verwendet, d.h. man
berechnet analog zu 47.4

k
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A = g iUV,
i=1

Wenden Sie dieses Verfahren auf die Matrix

A =

O~ =
_ o O
O~ =

an und diskutieren Sie das Ergebnis.

b) Gegeben sei eine Matrix C' € R™*™ und betrachten Sie die Matrix CTC. Berechnen Sie die
Eigenwerte und Eigenvektoren von C'T C' mit Hilfe der Singulirwertzerlegung. Geben Sie in
jedem Schritt ihrer Berechnungen die Dimensionen der auftretenden Matrizen an.



Aufgabe 4 (3424 (24 2+ 4" +4*) = 9 + 8" Punkte)
Sein €N, T € GL(n,K), f: K" - K"™"  f(A) =T 1AT und sei K = R.

a) Fir alle A € K®*" ist das charakteristische Polynom von A gleich dem von f(A).
b) f ist ein Ringisomorphismus von K"*™.
c) Sei A € K"*". Ein Polynom p € C[z] heifit Minimalpolynom von A, falls
(i) p(A) =0 (die Nullmatrix) ist;

(ii) p ist normiert;

(iii) p ein Teiler von jedem Polynom p € C[z] ist, das (i) und (ii) erfiillt.

Zeigen Sie:

cl) Es existiert ein Polynom p, das (i)-(ii) erfiillt.

¢2) Fiir jedes solche Polynom gilt auch p(f(A)) = 0.

¢3) Das Minimalpolynom existiert und ist eindeutig bestimmt. A und f(A) haben das
gleiche Minimalpolynom.

c4) Ist A diagonalisierbar und sind Ay, ..., \x die Eigenwerte von A, dann ist (x—Ay) -+ - (x—
Ax) das Minimalpolynom von A.



