5 Indexstrukturen

5.1 Mehrwegesuchbéume, speziell B*-Béume
5.2 Digitalbdume, speziell PAT-Tries

5.3 Hashing

5.4 Signaturen

Binare Suchbaume (fir Hauptspeicher)

Schitissel (mit den ihnen zugeordneten Daten, z.B.

Terme mit Docld-Listen) bilden die Knoten eines bindren Baums

mit der Invariante:
fur jeden Knoten t mit Schiiissel tkey und alle Knoten | im linken
Teilbaum von t, tleft, und ale Knoten r im rechten Teilbaum von t
gilt: Lkey £ t.key £ r.key

Suchen eines Schliissels k:

Traversieren des Pfades von der Wurzel bis zu k bzw. einem Blatt
Einfuigen eines Schllissels k:

Suchen von k und Anfiigen eines neuen Blatts
Ldschen eines Schlussel k:

Ersetzen von k durch das , rechteste” Blatt links von k

Worst-Case-Suchzeit fur n Schliissel: O(n)
bel geeigneten Rebal ancierungsal gorithmen
(AVL-Béaume, Rot-Schwarz-Baume, usw.): O(log n)
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B*-Baume: Seitenstrukturierte M ehrweghdume

« Hohler Mehrwegebaum mit hohem Fanout (P kleiner Tiefe)
« Knoten = Seite auf Platte
« Knoteninhalt:
* (Sohnzeiger, Schilissel)-Paare in inneren Knoten
« Schliissel (mit weiteren Daten) in Bléttern
« perfekt balanciert: ale Blétter haben dieselbe Distanz zur Wurzel
« Sucheffizienz O(log, n/C) Seitenzugriffe (Platten-1/0s)
bei n Schlusseln, Seitenkapazitét C und Fanout k
pro Baumniveau: bestimme kleinsten Schliissel 3 qund
suche weiter im Teilbaum links von g
« Kosten einer Einflige- oder Lschoperation O(log, n/C)
« mittlere Speicherplatzauslastung bei zuféligem Einfligen: In 2 » 0.69
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Invertierte Dateien
Konzeptionell:

invertierte Dateien (invertierte Listen) mit binérer Suche
nach Suchschliisseln (Felder von Records, Strings in Texten)

7 '[527 1331951111328 ...
b6 112115122127 133 .|

o t

2 d66 d93d95d101 ...

- th3 dos d101 d132 ..

tl5 d53 d66 d99 ..
7 d47 d66 d75 ..

dj: Doclds
ti: Termlds oder Terme

Problem:

« Exact-Match-Suche: search (key) returnsids

* Préfixstringsuche: search (prefix) returnsids
bei dynamischen Updates

Speicherungsorganisation in Plattenblécken (pagination)
und effiziente Implementi erurEE der (bindren) Suche fur

* Bereichssuche: search (lowkey, highkey) returnsids

nicht byteweise

Exkurs: Blockorientierte Datenorganisation

Hiles sind ; Daten
Yequenzen Records,

on Bldcken erm-Docld-
(peiten) Listen, usw.)
fpster Grofize sind
(F-B- 32KBytes) blockweise,

zugreifbar

Qirekter Zugriff ﬁ
(fandom 1/O)
quf 1 Block a 32KB:
Yatenzzeit + :
Jransferzeit » 10ms  EXtents [ ]|
Jequentieller Zugriff
(pequential 1/0)
auf 10 Blocke » 20 ms
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B*-Baum-

\B*\—Baum

| ”I Iiiﬂllll Ll |

LT
T

]
[T

Yvvorww vv v
record |Ds oder doc IDs
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B*-Baum-Definition
Ein Mehrwegbaum heif3t B*-Baum der Ordnung (m, m*), wenn gilt:
* Jeder Nichtblattknoten auffer der Wurzel enthé@t mindestens
m3 1 und hochstens 2m Schliissel (Wegweiser).
« Ein Nichtblattknoten mit k Schliissel x1, ..., Xk hat genau k+1 Séhne
t1, ..., t(k+1), so dal
« fur alle Schllssel sim Teilbaumti (2£i£k) gilt x(i-1) < s£ xi und
« fur ale Schlussel sim Teilbaum t1 gilt s£ x1 und
« fr ale Schllissel im Teilbaum t(k+1) gilt Xk < s.
« Alle Blétter haben dasselbe Niveau (Distanz von der Wurzel)
* Jedes Blatt enth&lt mindestens m* 3 1 und hdchstens 2m* Schluissel.

Achtung: Implementierungen verwenden variabel lange Schliissel
und eine Knotenkapazitét in Bytes statt Konstanten 2m und 2m*

Sonderfall m=m*=1: 2-3-Baume al's Hauptspei cherdatenstruktur

B*-Baum-Suche (1)
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Pseudocode fur Einfigen in B*-Baum (Grow& Post)

Suche nach einzufiigendem Schliissel e
if eist noch nicht vorhanden then
Sei t das Blatt, bei dem die Suche erfolglos geendet hat
repeat
eﬁ t hat weniger als 2m* bzw. 2m Schliissel (d.h. ist nicht voll)
thenfligeeinten
else/* Knoten-Split */
Bestimme Median s der 2m* +1 bzw. 2m+1 Schlussel inkl. e
Erzeuge Bruderknoten t* /* Grow-Phase */
if tist Blattknotenthen
Speichere Schliissel £ sint und Schitissel > sint’
else Speichere Schllissel < s (mit Sohnzeigern) in t und
Schliissel > s (mit Sohnzeigern) int* fi
if tist Wurzel /* Post-Phase */
then Erzeuge neue Wurzel r mit Schliissel sund Zeigern auf t und t*
elseBetrachte Vater von t alsneuest und s (mit Zeiger auf t*) asef
fi

Pseudocode fiir B*-Baum-Suche

Suchen von Schilissel sin B*-Baum mit Wurzel t:
t habe k Schliissel x1, ..., xk und k+1 Shnetl, ..., t(k+1)
(letzteres sofern t kein Blatt ist)
Bestimme den kleinsten Schilissel xi, so dal3 s £ xi
if s=x (fireini £ k) und tist ein Blatt
then Schluissel gefunden
else
if tist kein Blatt then
if SE xi (fur eini £ k)
then suche sim Teilbaum ti
elsesuche sim Teilbaum t(k+1) fi
elseSchliissel sist nicht vorhanden fi
fi

B*-Baum-Suche (2)
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i
il kel -Spli r erfolgt

Beispiel: Einfligen in B*-Baum

E \

Cal E

\
EEENEEENEEEE

Adam Bill Carl Dick Eve Hank Jane Jill Tom
+Ellen, + Bob
Cal EW
Adam Bill Bob Carl Dick Ellen Eve Hank Jane Jill Tom
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Beispiel: Einfligen in B*-Baum mit Blatt-Split

+ Sue

arl \Fv

Eve

"—!ankllane‘ljil\ |Tom St

I\dar\l Bill | BOJ Carl ||Dick |Elle‘1

L eaf Node Split ﬂ

Carl vw

e

b

Bcll Carl ||D|d< |Ellm Eve il | Sue | Tom)|

Beispiel: Einfligen in B*-Baum mit Wurzel-Split
Leary

Root Node Split JVL

E& :l ;Ioot
Tiode
Al [ lne

el |Hlﬂkj4§e Jul Llel'lgml | |

leaf
nodes

Prafix-B*-Baume fur Stringsals Schliissel

Schllssel in inneren Knoten sind nur Wegweiser (Router) zur
Partitionierung des Schilisselraums.
Statt Xi = max{s: sist ein Schltissel im Teilbaum ti} é;enUQt ein (kurzerer)
Wegweiser xi* mit si £ xi‘< x(i+1) fur alesiinti und ale s(i+1) in t(i+1)
Eine Wahl wére xi* = kiirzester String mit der o.a. Eigenschaft.

® hoherer Fanout, potentiell kleinere Baumhthe

Beispiel:

Yy __vvv
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Weitere Varianten und Einsatz von B*-Baumen

Bitlisten-Index:

Statt Listen von RecordI Ds bzw. DoclDs kdnnen bei den Schilisseln
in Blattknoten auch (Zeiger auf) komprimierte Bitlisten gespeichert
werden, deren Bitpositionen | Ds entsprechen und mit einer 1

auf Position i das Vorhandensein von ID i in der Liste anzeigen.

Feldspezifische Indexstrukturen:
Bei unstrukturierten Dokumenten gibt es typischerweise
nur einen einzigen Index fur alle Terme aller Dokumente.
Bel strukturierten Daten - Records mit mehreren Feldern/Attributen —
(z.B.: ein Mail-Archiv mit Feldern Sender, Date, Subject, usw.)
legt man haufig separate Indexstrukturen fur alle Werte eines Fddes
oder einer Feldkombination an
(z.B.: einen Index auf Sender, einen Index auf Date, usw.)
Damit kann man konjunktive Anfragen vom Typ
Feldl = Wertl And Feld2 = Wert2 And ... bzw.
UntererWertl £ Feld1 £ ObererWert1 And ...
gut unterstiitzen (durch Boolesche Operationen auf |D-Listen).

Digitalbdume (Tries) fur Stringsals Schluissel

Mehrwegbaum, der auf Niveau i nach dem i-ten Zeichen
im Schlussel verzweigt (max. Fanout: |S|);

die Verzweigungen brechen ab, wenn sich nur noch ein
Schliissel im entsprechenden Teilbaum befindet

Affe Allergie Apfel Java Jubel

Joghurt Jogi

Suchkosten fir Stri ng w (im Haugti_eicher): O(w])
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PATRICIA-Baume
( Practical Algorithm for The Retrieval of
Information Coded In Alphanumeric)
Nichtverzweigende Aste werden zu einer Kante zusammengefaldt —
mit dem entspr. Teilstring oder dessen Lange a's Markierung bzw.
der relevanten Zeichenposition fir den néchsten Vergleich as Knoten

Joghurt Jogi

Allegorie  Apfel Apfelsine
Allergie

alternative Kantenmarkierungen: L statt LLE, P statt PFEL, usw.
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PAT-Baume Beispiel: Bindrer PAT-Baum

Konkatenation aller Dokumente in einen einzigen Text d[1..n] .
und Speicherung aller Suffixe d[1..n], d[2..n], d[3..] usw. Beispieltext: d[1..8] = 01100100[000...]
(sog. ,,sistrings”) in einem (binéren) PATRICIA-Baum

oder ggf. nur Suffixe ab Wortgrenzen: d[1..n], d[i,..n], d[iz..n] usw.
mit d[i-1] = Blank oder Trennzeichen

(ggf. mit limitierter Maximall &nge der indexierten Suffixe)

Beispiel: Gudrun_und_Gunter_und_Gundula

run_und la: 1
Guitter_tnd_ 3 eind ua 19 erund o Pos.7  Pos.4 Pos5 Pos. 1 Pos.6 Pos. 3
Gundula 1 ula Candiiz 12 Pos. 8

Blattknoten speichern die Position des Stringsin d,
Innere Knoten speichern zusétzlich die Anzahl ihrer Blétter (=Strings)

PAT-Baum-Algorithmen PAT-Arrays
B.i'nérer“PAT-Beum fur d[1..n] hat n"BIétter und n-1 innere Knoten. Array speichert die Positionen aller Suffixein d
Fur zufalliges d hat der Baum die Hohe O(log n). in lexikographisch aufsteigender Ordnung der Suffixe
« Stringsuche mit p[1..m]: o ) ) _
Traversiere den mit p[1..m] markierten Pfad im Baum Beispiel: Gudrun_und_Gunter_sind_verlobt_und_nicht_verheiratet
bis 1) 3 m Zeichen oder 2) Blatt erreicht. 1 ii L 19 24 3 3 4

» Bei 1) enthdt der erreichte Teilbaum ale Treffer.
» Bei 2) wird p mit dem Blatt bzw. dessen Position in d verglichen.

® O(min(m, log n)) Vergleiche . ’
« Distanzsuche: Finde Strings p1[1..m1] und p2[1..m2] ind, PAT-Array:

die nicht weiter als k Zeichen auseinander liegen:
Finde Teilbdume fir p1 und p2
Sortiere die kleinere Trefferliste nach Positionenind
Vergleiche die Positionen in der grof3eren Liste mit der sortierten Listd

* Bereichssuche: Finde Strings zwischen p1[1..m1] und p2[1..m2]: ist gegentiber dem PAT-Baum platzeffizienter
Finde Teilbaume ftr p1 und p2. und eher fiir Plattenspeicher geeignet
Bestimme , kleinsten* gemeinsamen Vorfahren t. hat aber schlechtere Zeiteffizienz ’
Das Resultat sind al le Teilbdume unterhalb von t.
: en ermn LS
Hashing Behandlung von Hash-Kollisionen (1)
Abbildung h: D ® [0..m-1], genannt Hash-Funktion, Hash-Kollisionen: zwei oder mehr Schilissel x1, x2 mit h(x1)=h(x2)
von Schlusseln x1, ..., xn aus Domain D (z.B. Strings) auf Positionen - - g
h(x1), ..., h(xn) in Array 8[0..m-1], genannt Hash-T abelle (mit n < m) Uberlaufketten (Separate Chaining) pro Zelle der Hash-Tabelle
® Speicherung von Schiiissel xi in a[h(xi)] Beispiel:
Anfordertngen an h: Schiuissel JAN, FEB, MAE, APR, usw. (n=12, m=13)
. " h(xyz) = (ord(x)+ord(y)+ord(z)) mod m
- Surjektiv und , S0 injektiy wie moglich h(JAN) = (10+1+14) mod 13 = 12, h(FEB)=0, h(MAE)=6, h(APR)=9,
« zufdlli e ,Streuung* (Randomisierung von x1, ..., xn auf [0.m-1] h(MATI)=10, h(JUN)=6, h(JUL)=4, h(AUG)=3, h(SEP)=1, h(OKT)=7,
o Ur] |Ider vonjl,j21[0.m- 1] annahernd gleich groR fir alej1, j2 h(NOV)=12, h(DEZ)=9
fund dl%mghs(i:w]s)% 2 lIite die Ord
« flir geordnete U x1<x <... < xn sollte die Ordnung
von h(x1), h(x2), ..., h(xn) eine zuféllige Permutation sein |0 y |1 y |2 |3' |4' |5 {5 i |7 i |8 |gi |l? |ll |12' |
Beispiele fur brauchbare Hash-Funktionen L £ | L £ | vy v | s |
h(x) = (ax + b) mod m fiir Integers x mit Konstanten a, b FEBSEP  AUGJUL MAEOKT — APRMAI JA
h(x) = (mittlere k Ziffern von ») mod m fir k-stellige Integers x
h(x) = (ord(c,)+...+ord(c,)) mod m fur Strings c,C,...c, | Sk JUN DEZ NOV

T org S ® [L.1S]
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Behandlung von Hash-K ollisionen (2)
Hash-Kollisionen: zwei oder mehr Schilissel x1, x2 mit h(x1)=h(x2)

Offene Adressier ung (Open Addressing):

bei bereits besetztem h(xi) wird eine Ersatzposition in [0..m-1] gesucht

« LinearesSondieren: finde die erste frei Position > h(xi) (modulo m)

* Rehashing: wende (zweite) Hash-Funktion h*(xi) so oft auf h(xi)
bzw. h*(x) an, bis freie Position gefunden

Loschen von &j]: Markieren der Zelle oder ,Rehash” von h' (&[j]) usw.

Beispiel fir lineares Sondieren:

Q 1 2 3 4 11
l:EB|SEP}\|ovIAUG|JUL| }\AAEIJUNbKTIAPRNAleszNl

Signaturen

Représentation jedes Dokuments bzw. Blocks eines Dokuments d
durch einen Bitvektor fester Lange, die Signatur s(d) des Dokuments.

Signaturen werden durch Hashing von Termen in d auf Bits oder
Bitpositionen in s(d) erzeugt.
Zu einer konjunktiven Query g={d: d enthélt Termetl, ..., tk}
wird analog eine Anfragesignatur s(q). Es gilt:

dist Treffer fur g b s(d) E s(q) bzgl. der Positionen mit 1-Bits
Disjunktive Queries =g, U... U, werden als Menge von
Einzelqueries q, ..., g, behandelt.

Anfrageauswertung fir konjunktive Query q
durch sequentiellen Scan eines Signature-Files:
for all documents d do
if s(d) E s(q) then teste d gegen q
(* Elimination von ,, False Drops' *) fi
od
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Signaturgenerierung: Digunkte Codierung
(Digaint Coding)
Jeder Attributwert eines mehrdimensionalen Datenraums
wird auf eine kurze Bitfolge abgebildet, und die Bitfolgen
aller Attribute eines Records werden zu einer Signatur konkateniert.

Beispiel:§3 dim. Datenraum mit A: PLZ, B: Alter, C: Einkommen):

rl: 66123 33 12000
r2: 70129 31 142000

h, (66123)=110, hy(33)=01, h(120000)=01

70129)=111, hy(31)=01, h(140000)=10
P%S ial- M) atch -Wﬁ%&rﬁ( 2 { )(P-I—I_I_I—I_I_l

Srl): [I[I[0[0[IJ0f] 1110110 S9

S(r2): 1110110

geeignet fur strukt Records mit mehreren Fel dern (z.B. Mailattribute)

tet—Terccloh
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Hash-Files auf Magnetplatten

Organisation der Hash-“ Tabelle* als externes File mit
m Buckets, die jeweils einen Block plus ggf. Uberlaufbl 6cke umfassen
+ gof. dynarnl sche Hash-Verfahren mit dynamischer Erhthung von m

Beispiel:
Schltissel JAN, FEB, MAE, APR, usw. (n=12)
m 5 Buckets, BlockkapaZ|tatb 3
xyz) = (ord(x)+ord(y)+ord(z%)
(10+1+14) mod 5 h(FEB) 3, h(MAE)=4, h(APR)= 0
V) =3, h(JUilE\l% 0, h(JUL)=3, h(AUG)=4, h(SEP)=0, h(OKT)=2
)= 1, h(DEZ)= 0 1 2 3 4

JAN NOVOKTFEB MAE
APR Al AUG
JPN JyL

P

EZ

Signaturgenerierung: Uberlagerte Codierung
(Superimposed Coding)

Jeder in einem Dokument vorkommende Term eines Termvektorraums
wird auf eine (oder mehrere) Positionen eines Bitvektors abgebildet.

Beispiel (fur Bitvektor §[1..7]):
d1: user julia provided feedback on her queries
d2: query processing is sped up by index structures

h(feedback) 3, h(mdex) 3, h(query)=1, h(user)=5, .

: query feedbad]
s(dl).LJ L] | Q—H—H—J—L(q)

S(dZ)ZLI l ;I) |

d1 und d2 sind Kandidaten, d1 ist Treffer, d2 ist , False Drop*

Unterstiitzt ggf. auch Substring- Suche durch Abbildung von N-Grammen
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Organisation von Signatur-Files

Signatur-Files kénnen auf verschiedene Arten in

Plattenbl 6cken organisiert werden:

« in sequentiellen Files werden einfach alle Signaturen
nach Docl Ds geordnet zusammengehangt

« beim Bit-Slicing werden alle Signaturen bitpositionsweise
gespeichert (wie bei einer spaltenweise gespeicherten Matrix),
so dal3 Queries mit wenigen 1-Bits nur wenige ,, Bit-Slices”
scannen miissen

« in mehreren File-Partititionen, die z.B. durch Round-Robin der
Blocknummern tber mehrere Platten oder Rechner verteilt
und parallel verarbeitet werden kdnnen

«in hierarchischen Files, bei denen fir jeden Block von Signaturen
eine — durch Disjunktion gebildete - kombinierte Signatur
im Vaterknoten eines Baums gespeichert wird, so dal3 Queries die
Blétter aussichtsloser Teilbaume friih eliminieren kdnnen
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Bestimmung einer geeigneten Signaturlange

Betrachte Dokumentblcke der festen Lénge k (Terme).
Gesucht ist eine optimale Signaturlénge, die einerseits
moglichst kurz sein sollte, andererseits aber moglichst wenig
False Dropsproduziert.

Parameter:

L —Léange der Signatur (in Bits)

g— Termgewicht (Anzahl der 1-Bitspro Term)

k — Anzahl der Terme pro Block

a— Anzahl der Termein einer Anfrage

t - Anzahl der 1-Bitsin einer Anfragesignatur (Anfragegewicht)

F — Anzahl der False Drops einer Anfrage

N - Anzahl der Signaturen (Gesamtzahl der Bldcke aller Dokumente)

Gesucht: optimale Werte fir L und g (bel gegebenen k und a)

Zusammenfassung

B*-Baume:

+ effizient, universell/vielseitig
PAT-Baume:

+ effizient, universell/vielseitig

—nicht fir Sekundérspeicher konzipiert
Hashing:

+ effizient

—nur fur Exact-Match-Suche

— primér fur im voraus bekanntes Datenvolumen
Signaturen:

+ hinreichend effizient

+ leicht paral€lisierbar

—sensitiv bzgl. Signaturgenerierung

Beispiel fur einen binéaren Suchbaum

London, Paris, Madrid, Kopenhagen, Lissabon, Zirich, Frankfurt, Wien,

Amsterdam, Florenz

F?Murt Lissabon Madrid }iri ch
Amse%am Wien

Florenz

Platz und K ostenber echnung eines B*-Baums (1)

Beispiel 1:

Seitengrole 32 KB, Nettok%paznat (ohne Header etc.): 32000 Bytes
Fillgrad 80 Prozent (® 25600 Bytes pro Seite),
Zeigerlange 4 Bytes, Record/Doc-1D-L ange 8 Bytes

10 Mio. Records (z.B. Mail) mit indiziertem Feld (Datum) a 20 Bytes
10 000 verschiedene Schltissel (z.B. 1 Jahr mit Stundengenauigkeit)
® 1000 Zeiger pro Schliissel ® 8020 Bytes pro Blatteintrag

® 4 Eintrége pro Blatt ® 2500 Blé&ter

® 24 Bytes pro Wegweiser ® Fanout 1065

® Baumhohe: ceil (Tog,es 2500) +1 =3

® 2500 Blter (Niveau 3 » 100 MBytes,
cell (2500/1065)=3 innere Knoten (Niveau 2),
ceil (3(1065)=1 Wurzel (Niveau 1)

® Kosten fur Bereichssuche tiber 200 Schliissel (ca. 1 Woche):
® 3 1/Os bis zum ersten Blatt + 200/4 —1 = 49 1/Os fur weitere Blétter
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Platz und K ostenber echnung eines B*-Baums (2)
Beispiel 2:

SeitengrolRe 32 KB, Nettok%paznat (ohne Header etc.): 32000 Bytes
Fillgrad 80 Prozent (® 25600 Bytes pro Seite),
Zeigerlénge 4 Bytes, Record/Doc-1D-L ange 8 Bytes

10 Mio. Docs mit jeweils 1000 Termen a 20 Bytes
ausinsgesamt 1 Mio. Termen (= verschiedene Schluﬁ?

® 10 Mio.* 1000/ 1 Mio. = 10000 Zeiger pro Schli

® 80020 Bytes pro Schlissel

® 1Eintrag pro Blatt (plusje 3 weitere Seiten) ® 1 Mio. Blétter

® 24 Bytespro Wegweiser ® Fanout 1065

® Baumhohe: ceil (log,es 1 000 000) +1 =3

® 1 Mio. Blétter vaeeu ’3 plus3 MIO weitere Seiten » 120 GBytes,
ceil (1 Mio. /1065) » 1 00 innere Knoten (Niveau 2)
ceil (1000/1065)=1 Wurzel (Niveau 1)

® Kosten fir Suche nach 1 Term: . . .
® 3 1/0s bis zum Blatt + ggf. 3 I/Os fir weitere Seiten der ID-Liste

Effizienz von Hashing (1)

Average-Case-Komplexitét fir Suche nach einem Schilissel: O(1)
(zumindest fiir n << m, genauer: abhangig von Auslastung a := n/m)
aber: Worst-Case-Komplexitét: O(n)

keine Unterstiitzung von Berei chssuchen

Analyse von idealisiertem Hashingmit offener Adressierung
(Gleichverteilung der belegten Zellen in [0..m+-1]):

Z = Anzahl getesteter Zellen zum Einfligen bzw. erfolglosen Suchen
Y = Anzahl getesteter Zellen beim erfolgreichen Suchen

g7 rogn-r 6/6@16 _ m+l _ 1+1Um 1
{z]= Eflgn_rﬂg gnrz m-n+l 1l-a+1/m 1-a

m+1In m+1
m-n+1

J m+1 m+1
Elv]=— 6} D71~ Hmes Himena) >
»i In
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Effizienz von Hashing (2)
Analyse von Bucket-Hashing mit Blockkapazitét b:

6@Oado am- 18"
P[Bucket hat k Schliissel] =
[ 1= zs— € o

1
P[ Bucket hat £k Schiiissl] °§° & ° =Py
i Oel ¢
1 -
Pl Bucket hat £k Blockd] = & °§°aé“ ¢ p,
i= Oel ¢
P[Bucket hat k Blocke] =R, - R_1
il (n/b)
E[Z]= k§1 k(R - R-1 »a+e @ firb=1

ceil(n/b) K a
EY]= & (R- Pey) & im T R —
k=1 i=1 k 2




