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Kapitel 1Einführung und Grundlagen1.1 Was ist Quantorenelimination und wozu dient sie?Die Quantorenelimination ist ein Verfahren der mathematishen Logik, mit demFormeln vereinfaht werden. Anwendungsgebiete sind zum Beispiel Beweisver-fahren für geometrishe Sätze oder die Vereinfahung der Überprüfung, ob eineentsheidbare Theorie T erfüllbar ist. Hier zeigt man, dass jede in T enthalteneFormel, die Quantoren enthält, sih in eine quantorenfreie Formel umwandelnlässt, die in T äquivalent ist. Die Gültigkeit dieser quantorenfreien Formel in Tist dann besonders einfah entsheidbar.Quantorenelimination spielt auh in automatishen Beweisen und der Com-puteralgebra eine wihtige Rolle, da sie hilft, das Entsheidungsproblem für diezugrunde liegende Theorie zu vereinfahen oder sogar ganz zu lösen.Ob es eine Methode zur Eliminierung von Quantoren gibt, hängt von derSprahe ab, in der die Formeln de�niert wurden. Es ist häu�g erforderlih, For-meln umzushreiben, zum Beispiel in Pränexform, bevor ein Quantorenelimi-nierungsalgorithmus auf sie angewendet werden kann. Danah wird ein Quantornah dem anderen von innen nah auÿen eliminiert.1.2 GrundlagenUm das Verfahren der Quantorenelimination in einer Theorie T verstehen zukönnen, werden zunähst einige Grundbegri�e erklärt. Danah folgt eine kurzeEinführung in die Zahlentheorie.1.2.1 Grundbegri�eEine Struktur ist ein Paar ℜ = (Uℜ, Iℜ) und es gilt:
• Uℜ ist eine beliebige Menge 6= ∅ (die Grundmenge bzw. das Universum)
• Iℜ ist eine Abbildung, die:� jedem k-stelligen Prädikatsymbol P (das im De�nitionsbereih von

Iℜ liegt) ein k-stelliges Prädikat über Uℜ zuordnet2



� jedem k-stelligen Funktionssymbol f (im De�nitionsbereih von Iℜ)eine k-stellige Funktion auf Uℜ zuordnet� jeder Variablen x (wenn Iℜ auf x de�niert ist) ein Element der Grund-menge Uℜ zuordnet
• der De�nitionsbereih von Iℜ ist eine Teilmenge von {P k

i , f
k
i , xi|i = 1, 2, . . .und k = 0, 1, 2, . . .}

• der Wertebereih von Iℜ ist eine Teilmenge aller Prädikate und Funktionenauf Uℜ, sowie der Elemente von UℜEine Struktur heiÿt passend zu einer Formel, wenn sie für alle in der Formelvorkommenden Prädikatsymbole, Funktionssymbole und freien Variablen de�-niert ist. Eine Formel F gilt in einer Struktur ℜ, falls ℜ zu F passt und ℜ Fwahr maht. Man sagt dann auh, dass ℜ Modell für F ist und shreibt ℜ |= F .
F ist allgemeingültig, wenn jede zu F passende Struktur ein Modell für F ist. Indiesem Fall shreibt man |= F . F ist erfüllbar, wenn es mindestens ein Modellfür F gibt.Eine Theorie T ist eine Formelmenge, die gegen Folgerbarkeit abgeshlossenist, das heisst T ist eine Theorie, wenn für alle Fi ∈ T mit (i = 1, . . . , n)und alle Formeln G gilt: Wenn G aus {F1, . . . , Fn} folgt, dann ist G ∈ T. Allegültigen Formeln sind in T enthalten. Ein Satz ist eine Formel, die Elementdieser Theorie T ist.T kann also wie folgt de�niert werden: Gegeben ist eine Struktur ℜ. DieTheorie zu dieser Struktur ist die Menge aller Formeln, die in ℜ gültig sind. Esgilt also: T = Thℜ = {F | ℜ |= F}. Für jede Formel F gilt entweder F ∈ Toder ¬F ∈ T , das heisst T ist immer vollständig.1.2.2 Einführung in die ZahlentheorieIm Folgenden wird die Sprahe der Zahlentheorie betrahtet. Das ist eine prä-dikatenlogishe Sprahe mit Gleihheit und den folgenden Parametern:

• ∀, was so viel bedeuten soll wie �für alle natürlihen Zahlen�
• 0 , einer Konstanten
• S , einem einstelligen Funktionssymbol für die Nahfolgerfunktion mit:S : N → N und S(n) = n+ 1 ∀ n ∈ NFür jede natürlihe Zahl k gibt es einen Term Sk0, der für sie steht.S00 = 0S10 = S0 = 1S20 = SS0 = 2...
• <, einem zweistelligen Prädikatsymbol für die Ordnungsrelation in N3



• +, · und E, zweistelligen Funktionssymbolen für die Operationen �Addi-tion�, �Multiplikation� und �Exponentialfunktion�
ℜ soll die Struktur für diese Sprahe sein, also ℜ = (N, 0, S,<,+, ·, E). Esgilt |ℜ| = N und 0 = 0. Man kann nun vershiedene �Untersprahen� dieserSprahe bilden, indem man bestimmte Funktions- oder Prädikatsymbole einfahweglässt. Im Folgenden wird nur ℜS = (N, 0, S) betrahtet.1.3 Natürlihe Zahlen mit NahfolgernIn der betrahteten Sprahe ℜS = (N, 0, S) der natürlihen Zahlen mit Nahfol-gern ist es immer noh möglih, jedes Element von N zu benennen. Als Para-meter haben wir hier nur noh ∀,0 und S.
AS sei die Menge, die aus den folgenden Sätzen S1 bis S4 besteht. DieseSätze gehören alle zu ThℜS , sind also in ℜS wahr.S1: ∀xSx 6≈ 0 (0 hat keinen Vorgänger)S2: ∀x∀y(Sx ≈ Sy → x ≈ y) (die Nahfolgerfunktion ist injektiv)S3: ∀y(y 6≈ 0 → ∃x y ≈ Sx) (alle Zahlen ungleih 0 sind der Nahfolger eineranderen Zahl)S4:

∀xSx 6≈ x

∀xSSx 6≈ x...
∀xSnx 6≈ x



















(es entstehen keine Loops durh dieNahfolgerfunktion)
ℜS ist also ein Modell für AS (ℜS |= AS).Es gilt auÿerdem CnAS ⊆ ThℜS , wobei CnAS die Konsequenz von AS ist.Dies ist die Menge aller Sätze G, für die AS Modell ist, oder anders gesagt, dieMenge aller Sätze G, die aus AS folgen (CnAS = {G|AS |= G})Um zu beweisen, dass sogar CnAS = ThℜS gilt, werden zunähst beliebigeModelle für AS betrahtet. Eine Struktur A = (|A |,0A,SA) wird so konstruiert,dass A AS wahr maht.Zuerst lässt sih feststellen, dass SA wegen S2 eine injektive Abbildung seinmuss. Nah den Axiomen S1 und S3 muss SA auÿerdem eine Abbildung von

|A | nah |A |−{0A} sein. Letzteres wird klar, wenn man sih überlegt, dass 0Akeinen Vorgänger haben darf. Wegen S4 dürfen natürlih keine Loops entstehen.Deshalb muss |A | folgende Standardelemente enthalten, die alle vershieden seinmüssen: 0A → SA(0A) → SA(SA(0A)) → . . .Wenn es noh andere Elemente a in |A | gibt, so gibt es auh deren Nah-folger, den Nahfolger des Nahfolgers usw., wegen S2 und S3 muss |A | sogarden Vorgänger von a, dessen Vorgänger usw. enthalten.4



Damit auh hier kein Loop entsteht, müssen diese Elemente natürlih allevershieden sein. Die Vorgänger von a, a selbst und seine Nahfolger bildeneine Kette, die so angeordnet ist wie die Menge Z der ganzen Zahlen (Z :=
{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}). Deshalb sagt man, dass sie eine so genannte Z-Kettebilden, die wie folgt aussieht:

. . .→ . . .→ . . . → a→ SA(a) → SA(SA(a)) → . . .Die Entstehung der Z-Ketten kann man auh mit Hilfe von Äquivalenzklas-sen erklären: Wenn a und b zwei Elemente aus |A | sind, sind sie äquivalent,wenn die Nahfolgerfunktion endlih oft auf das eine Element angewendet wer-den kann, um das andere zu ergeben. Dabei handelt es sih um eine Äquivalenz-relation, denn sie ist:1. re�exiv, weil S0(a) = a2. symmetrish, weil für a,b ∈ |A | gilt: Sx(a) = b→ S−x(b) = a3. transitiv, weil für a, b, c ∈ |A | gilt: (Sx(a) = b ∧ Sy(b) = c) → Sx+y(a) = cDie Äquivalenzklasse für ein Element a ist die Menge, die man erhält, wennman SA und die dazu inverse Funktion �nennen wir sie S−A� auf {a} anwendet.Das Resultat ist dann eine Z-Kette. Die Äquivalenzklasse, die 0A enthält, ist derStandardteil von |A |. Es gibt beliebig viele Z-Ketten. Je zwei Z-Ketten müssendisjunkt sein, da die Nahfolgerfunktion injektiv ist. Ebenso muss jede Z-Kettedisjunkt zum Standardteil sein.Man kann nun sagen, wie Modelle für AS besha�en sein müssen:Jede Struktur B mit dem Standardteil0B → SB(0B) → SB(SB(0B)) → . . . ,die einen Niht-Standardteil hat, der aus beliebig vielen Z-Ketten besteht, istein Modell für AS .Ausserdem sind zwei Modelle für AS , die dieselbe Anzahl an Z-Ketten haben,isomorph. Die Anzahl kann dabei beliebig sein. ℜS besitzt aber keine Z-Ketten,weil man für ein Element aus N niht beliebig viele Vorgänger, deren Vorgängerusw. au�isten kann. Nah �links� ist bei 0 sozusagen �Shluss�.Es gibt keinen Satz in ℜS der besagt, dass es keine Z-Ketten gibt. Tatsählihhat ein Modell A von AS keine Z-Ketten gdw. es keine Menge von Sätzen gibt,die von A erfüllt werden. A hat aber abzählbar viele Z-Ketten, deshalb gibt esauh eine Menge von Sätzen, die von A erfüllt werden.Zwei niht abzählbare Modelle A und B von AS sind isomorph, wenn sie diegleihe Kardinalität haben. Das bedeutet nämlih, dass sie die gleihe Anzahlan Z-Ketten haben.Mit Hilfe des �o±-Vaught Theorems [1℄ kann man zeigen, dass CnAS einevollständige Theorie ist. Wir wissen nun, dass CnAS vollständig ist, dass ThℜSerfüllbar ist und dass CnAS ⊆ ThℜS ist. Alles das ergibt zusammen CnAS =
ThℜS .

AS ist eine entsheidbare Menge von Axiomen für ThℜS. Diese Theorie istalso axiomatisierbar und, wie weiter oben festgestellt wurde, auh vollständig.Somit ist ThℜS entsheidbar. 5



Kapitel 2QuantoreneliminationDa nun gezeigt wurde, dass ThℜS entsheidbar ist, kann man prüfen, ob Quan-torenelimination in ThℜS möglih ist. Zuerst wird das Verfahren der Quantoren-elimination allgemein erläutert und danah auf die Theorie ThℜS angewandt.Es wird auh ein weiterer Anwendungsbereih der Quantorenelimination vor-gestellt: die Geometrie. Hier wird nur die Intuition gegeben, und die Quantoren-elimination wird an einem Beispiel durhgeführt.2.1 Allgemeines VerfahrenIn einer Theorie T darf man genau dann Quantoren eliminieren, wenn es fürjede Formel ϕ eine quantorenfreie Formel ψ gibt, sodass giltT |= (ϕ↔ ψ).Es reiht aus, nur Formeln ϕ der Form
∃x(α0 ∧ . . . ∧ αn)zu betrahten, bei der jedes αi eine atomare Formel oder deren Negation ist.Wenn es für jedes dieser ϕ eine quantorenfreie Formel ψ gibt, sodass T |= (ϕ↔

ψ), darf man die Quantorenelimination in T durhführen.2.1.1 Beweis zum allgemeinen VerfahrenWenn θ quantorenfrei ist, dann wird behauptet, dass man für jede Formel derGestalt ∃x θ eine quantorenfreie, aber trotzdem äquivalente Formel �nden kann.
θ wird in disjunktive Normalform gebraht. Es entsteht eine Formel der Form

∃x[(α0 ∧ . . . ∧ αm) ∨ (β0 ∧ . . . ∧ βn) ∨ . . . ∨ (ξ0 ∧ . . . ∧ ξt)].Diese ist logish äquivalent zu
∃x(α0 ∧ . . . ∧ αm) ∨ ∃x(β0 ∧ . . . ∧ βn) ∨ . . . ∨ ∃x(ξ0 ∧ . . . ∧ ξt).Der Behauptung nah kann man nun jedes Disjunktionsglied dieser Formel wie-der durh eine quantorenfreie Formel ersetzen, da es die Form ∃x(α0 ∧ . . .∧αn)hat. 6



Dieses Verfahren kann man sogar auf beliebige Formeln anwenden, da esimmer möglih ist, sie in Bestandteile der Form ∃x(α0 ∧ . . . ∧ αn) aufzutei-len. Dazu bringt man die Formel zuerst in Pränexform. Das Ergebnis ist dannvon der Bauart Q1y1 . . . QnynF. Dabei sind die Qi Quantoren, die yi Variablenund F ist quantorenfrei. Nun muss man die Allquantoren in Existenzquanto-ren umwandeln (∀xλ↔ ¬∃x¬λ) und die dabei entstehenden Negationen in dieFormel F hineinbringen. Dann bringt man F in disjunktive Normalform. DieExistenzquantoren werden vor die einzelnen Disjunktionsglieder geshrieben.Jedes Disjunktionsglied hat nun die geforderte Form.2.2 Quantorenelimination in ThℜSWie im allgemeinen Verfahren beshrieben, reiht es aus, Formeln der Gestalt
∃x(α0 ∧ . . . ∧ αq)zu betrahten.Dabei sei wieder jedes αi eine atomare Formel oder deren Negation. Es wirdgezeigt, dass man eine solhe Formel in eine äquivalente quantorenfreie Formelumwandeln kann.Die einzigen Terme, die es aufgrund der Einshränkungen in ℜS geben kann,haben die Form Sku. Hier kann u nur 0 oder eine Variable sein. Die einzigmöglihen atomaren Formeln sind Gleihungen.

∃x(α∧β) wäre tautologish äquivalent zu α∧∃xβ, wenn x niht in jedem αivorkäme. Daher wird angenommen, dass x in jedem αi vorkommt. Jede atomareFormel αi muss deshalb entweder die FormSmx ≈ Snuoder die Form Smx 6≈ Snuhaben.Weiterhin wird davon ausgegangen, dass u vershieden von x ist, da manansonsten Smx ≈ Snx einfah durh eine Tautologie ersetzen könnte, wenn m =
n wäre (denn diese Aussage wäre für jedes x wahr) bzw. durh ein Oxymoron,wenn m 6= n wäre (denn diese Aussage wäre für jedes x falsh). In der Sprahe
ℜS drüken wir die Tautologie durh 0 ≈ 0 aus und das Oxymoron durh 0 6≈ 0.Im nun folgenden Teil des Beweises müssen die beiden möglihen Formenfür αi getrennt betrahtet werden:1. Fall: Jedes αi ist die Negation einer Gleihung und die Gleihung hat dieoben beshriebene Form.Dann kann man die gesamte Formel durh 0 ≈ 0 ersetzen, denn man kannimmer ein x �nden, auf das die Ungleihung zutri�t. Es kommt dannin der gesamten Formel kein x mehr vor, und der Existenzquantor kannweggelassen werden. 7



2. Fall: Mindestens ein αi ist niht negiert. Angenommen, dieses αi sei α0und habe die Form Smx ≈ twobei der Term t kein x enthalte.Die Lösung für x darf niht negativ sein. Deshalb wird Smx ≈ t durh
t 6≈ 0∧ . . . ∧ t 6≈ Sm−10ersetzt bzw. durh 0 ≈ 0, wenn m = 0 ist (denn man �ndet immer ein x,das gleih t ist).Im Falle m 6= 0 kann man sih diese Ersetzung folgendermaÿen klar ma-hen: Smx ≈ t wird unwahr, sobald m grösser als t ist. Denn dann �ndetman kein x mehr, dessen m-ter Nahfolger gleih t ist. Genau dann wirdauh t 6≈ 0∧ . . . ∧ t 6≈ Sm−10 unwahr: das (t + 1)-te Konjunktionsgliedist nämlih gleih t.Danah wird in jeder anderen atomaren Formel αjSkx ≈ udurh Sk+mx ≈ Smuersetzt.Wegen der anfänglihen Annahme, dass α0 die Form Smx ≈ t hat, kannman dies auh als Skt ≈ Smushreiben.Es ist nun eine Formel entstanden, in der kein x mehr vorkommt. Alsokann der Existenzquantor weggelassen werden. Das Resultat ist auh hiereine quantorenfreie Formel.2.2.1 Ein Nebenprodukt der Quantorenelimination in ThℜSDie oben beshriebene Quantorenelimination liefert nebenbei einen weiteren Be-weis für die Vollständigkeit von CnAS. Aus einem Satz σ maht die Quantoren-elimination einen quantorenfreien Satz τ sodass AS |= (σ ↔ τ).

τ besteht aus atomaren Sätzen, Negationen und Implikationen, und daherwird behauptet, dass entweder AS |= τ oder AS |= ¬τ . Ein atomarer Satzmuss die Gestalt Sk0 ≈ Sl0 haben. Wenn k = l ist, ist er ableitbar von AS ,das heisst er ist in CnAS . Wenn k 6= l ist, ist er von AS widerlegbar. Somitist seine Negation von AS ableitbar und in CnAS . Jeder quantorenfreie Satzkann abgeleitet oder widerlegt werden, weil dies auh für jeden atomaren Satzmöglih ist. Das begründet die Behauptung und zeigt, dass entweder AS |= σoder AS |= ¬σ.
8



2.3 Quantorenelimination in der GeometrieEine geometrishe Aussage wird in einen algebraishen Satz übersetzt. Aus die-sem Satz werden lineare oder quadratishe Variablen eliminiert, sodass der Exi-stenzquantor, der sie bindet, weggelassen werden kann. Vorhandene Allquanto-ren werden durh Existenzquantoren ausgedrükt (∀xλ ↔ ¬∃x¬λ). Wenn derSatz keine Quantoren mehr enthält, wird es sehr viel einfaher zu zeigen, dasser wahr ist.Die zu beweisende Formel darf aus polynomialen Gleihungen (f = 0) und(strengen) polynomialen Ungleihungen (f ≤ 0, f ≥ 0 bzw. f < 0, f > 0 undf 6=
0) bestehen, die durh logishe Operatoren verknüpft werden. f ist ein Polynommit mehreren Unbekannten und rationalen Koe�zienten.Wir nehmen an, dass ψ eine quantorenfreie Formel ist, in der die Varia-ble x höhstens mit Grad zwei vorkommt und deuten eine Formel der Art
∃x(ψ(x, u1, . . . , un)) durh ϕ(u1, . . . , un) an. Dabei ist jedes ui entweder einParameter oder durh einen weiter auÿen stehenden Quantor gebunden. Wenn
ui durh einen Quantor gebunden ist, wird es mittels wiederholter Anwendungder hier beshriebenen Prozedur eliminiert. Aus ϕ wird durh Umformungen ei-ne quantorenfreie Formel ϕ∗(u1, . . . , un) gemaht, in der kein x vorkommt. Überden reellen Zahlen muss dann gelten:

ϕ(u1, . . . , un) ↔ ϕ∗(u1, . . . , un).Das kann man auh anders ausdrüken: ui nehme beliebige Werte a1, . . . , an ∈
R an. Dann ist ϕ∗(a1, . . . , an) genau dann in R wahr, wenn ein b ∈ R existiert,das ψ(b, a1, . . . , an) in R wahr maht.2.3.1 Beispiel zur Quantorenelimination in der GeometrieDie folgende Behauptung wird mit Hilfe der Quantorenelimination bewiesen:Zwei Geraden kreuzen sih in genau einem Punkt.Dem Beweis liegt folgende Idee zugrunde: Die x-Ahse stellt die erste Geradedar, die zweite Gerade wird durh die lineare Funktion mx+ b dargestellt.Als erstes wird die Behauptung als Formel aufgeshrieben:

∃x(mx+ b = 0 ∧ ∀y(y 6= x→ my + b 6= 0))Alle Quantoren müssen auÿen stehen, daher wird die Formel in Pränexformgebraht. Die Implikation wird aufgelöst:
∃x∀y(mx+ b = 0 ∧ (y = x ∨my + b 6= 0))Der Allquantor wird in einen Existenzquantor umgewandelt:

∃x¬∃y¬(mx+ b = 0 ∧ (y = x ∨my + b 6= 0))Das de Morganshe Gesetz wird auf die äuÿere Klammer angewandt:
∃x¬∃y(¬(mx+ b = 0) ∨ ¬(y = x ∨my + b 6= 0))9



Das de Morganshe Gesetz wird auf die hintere innere Klammer angewandt:
∃x¬∃y(¬(mx+ b = 0) ∨ (¬(y = x) ∧ ¬(my + b 6= 0)))Die Negationen werden umgewandelt:

∃x¬∃y(mx+ b 6= 0 ∨ (y 6= x ∧my + b = 0))Das ist dasselbe wie:
∃x¬∃y(mx+ b 6= 0 ∨ (y 6= x ∧my = −b))Nun wird m 6= 0 zu der Theorie hinzugefügt. Das heisst, dass die zweite Geradeniht parallel zur x-Ahse verlaufen darf. Dann ist die Gleihung my = −b nihttrivial und man kann y durh −b

m
ersetzen. Das ergibt:

∃x¬∃y(mx+ b 6= 0 ∨ (−b 6= mx ∧ −b = −b))In der entstandenen Formel kommt kein y mehr vor. Daher kann man ∃y weg-lassen und die Negation in die Formel �hineinziehen�. Danah wird noh zweimal das de Morganshe Gesetz angewandt. Das ergibt:
∃x(mx+ b = 0 ∧ −b = mx ∨ −b 6= −b)Der Teil −b 6= −b kann weggelassen werden, da er 0 ergibt und oder -verknüpftist. Das ergibt dann:

∃x(mx+ b = 0 ∧ −b = mx)Da m 6= 0 gilt und die Gleihung mx = −b nihttrivial ist, darf man x durh
−b
m

ersetzen:
∃x(−b+ b = 0 ∧ −b = −b)In dieser Formel kommt kein x mehr vor. Deshalb kann man auh den letztenExistenzquantor eliminieren und erhält:
(−b+ b = 0 ∧−b = −b)Diese Aussage ist o�ensihtlih wahr. Damit wurde mit Hilfe der Quantoren-elimination bewiesen, dass sih zwei Geraden in genau einem Punkt shneiden,wenn sie niht parallel sind.
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Kapitel 3ZusammenfassungIn dieser Seminararbeit wurde ein Entsheidungsverfahren für spezielle logisheTheorien vorgestellt: Die Quantorenelimination.Im ersten Kapitel wurden Grundlagen zum Umgang mit logishen Theorienvermittelt und die Sprahe der natürlihen Zahlen mit Nahfolgern wurde er-klärt. Des Weiteren wurde gezeigt, dass die Theorie dieser Sprahe entsheidbarist. Darauf wurde im zweiten Kapitel aufgebaut. Zuerst wurde hier ein allgemei-nes Verfahren für die Quantorenelimination in einer Theorie beshrieben undbewiesen. Danah wurde gezeigt, dass man dieses Verfahren auf die Theorieder natürlihen Zahlen mit Nahfolgern anwenden kann. Ein dabei entstehendes�Nebenprodukt� wurde erklärt.Shliesslih wurde noh eine Intuition davon gegeben, wie man Quantoren-elimination in der Geometrie einsetzen kann. Dies wurde an einem Beispiel vor-geführt.
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