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Logik und Logikprogrammierung

1 Einfiihrung
1.1 Worum es hier geht
Im Lexikon steht:
e ,Logik ist die Lehre vom folgerichtigen SchlieBen”
e , Logik ist die Lehre von formalen Beziehungen zwischen Denkinhalten*
Ein Beispiel zum ,,folgerichtigen SchlieBen":

Aq: Falls es heiB und schwiil ist, wird es regnen
A>: Falls es schwiil ist, so ist es heil3
A3 Es ist schwill

Wird es regnen?
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Ubersetzung in logische Formeln der Aussagenlogik

e Aussagen wie , heiB", , schwiil” und ,regnen” werden durch Symbole wie P, Q und R
bezeichnet.

e Verbindungsglieder wie ,,und”, ,,oder” und ,falls ...so" werden mit entsprechenden logischen
Symbole wie A\, V und — bezeichnet.

Damit:
A;: PAQ—R
Ay Q—P
Az Q

,» Gilt R?"

Genauer: Ist es der Fall, daB, falls A7, A> und A3 wahr sind, so auch R wahr ist?
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Sprechweisen (alle dquivalent):
e Falls Ay, A, und Az wahr sind, so ist auch R wahr
e R folgt aus A, Ay und A3
e R ist logische Konsequenz von Ay, A, und A3
o {Ay, A, A3}E=R
Bemerkungen:

e Falls {Ay, Ay, A3} =R, so kénnen fiir A, Ay, A3 und R beliebige Aussagen eingesetzt
werden, und, falls die Einsetzungen fiir Ay, A, und A3 wahr sind, so mu3 auch R wahr sein.

(Vgl. Logik als ,,Lehre von formalen Beziehungen zwischen Denkinhalten®)
e Was aber bedeutet {A, Ay, A3} = R genau (,,Semantik")?
e Und: Wie zeigt man ,,mechanisch” daB {A, Ay, A3} ER?7

, I heorembeweisen* als Teildisziplin der Kl zu effzizienten Mechanisierung (u.a.) der

Folgerungsbeziehung
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Pradikatenlogik
Aussagenlogik ist oft nicht ausdrucksstark genug. Beispiel:

A1: Sokrates ist ein Mensch
As:  Alle Menschen sind sterblich

Ubersetzung in logische Formeln der Pridikatenlogik:

A1: mensch(sokrates)

Az VX (mensch(X) — sterblich(X))

Welche der folgenden Ausserungen trifft zu?

=

. {A1, Ay} E sterblich(sokrates)
2. {A4, Ay} = sterblich(apollo)

3. {A1, Ay} |~ sterblich(sokrates)
4. {Aq, Ay} F sterblich(apollo)

5. {A1, Ay} = —sterblich(sokrates)
6. {Aq, Ay} = —sterblich(apollo)

Wobei —A wahr ist gdw. A falsch ist.
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Bemerkung: Die Mechanisierung der Folgerungsbeziehung fiir die Pradikatenlogik ist wesentlich

schwieriger als fiir die Aussagenlogik:

Aussagenlogik — entscheidbar

Pradikatenlogik — semi-entscheidbar
(Maximal-)Programm dieses Kapitels:
e Ein paar Bemerkungen zur Historie, Informatik-Anwendungen

e Aussagenlogik: Syntax, Semantik, Mechanisierung (Resolutionsverfahren)

Pradikatenlogik: Syntax, Semantik, Mechanisierung (Resolutionsverfahren)

e Ein spezielles Resolutionsverfahren — SLD-Resolution — zur Logikprogrammierung.
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1.2 Historie

Sehr grob:

Aristoteles: ,, Syllogismen .

Peano/Boole/Frege, Ende 19. Jahrhundert: Formale Notation (Aussagenlogik,
Pradikatenlogik).

»Mathematische Logik": eine Mathematische Theorie (wie Analysis, Algebra), welche die
vorhandenen Strukturen der Mathematik untersuchen will, z.B. Mengen (Stichwort: ,, Paradoxe
Mengen").

Godel 1930: Vollstandiger Kalkiil fiir die Pradikatenlogik.

Anfang 19. Jahrhundert: Whitehead /Russel: ,,Principia Mathematica” - Versuch, Mathematik

vollstandig zu formalisieren und beweisen.

Godel 1931: ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme".

Herbrand 1930, Davis/Putnam/Logeman/Loveland 1962: Mechanische Verfahren zum
Theorembeweisen fiir Pradikatenlogik (,, British Museum Procedures").

Robinson 1965: ,,A Machine Oriented Logic Based on the Resolution Principle”.
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1.3 Informatik-Anwendungen

Programmentwicklung

Ziel: Formale, auf Logik basierte Methoden sollen helfen, korrekte Software zu erstellen.
Einige Beispiele (Abstrakte Datentypen, Programmverifikation, Verifikation reaktiver Systeme).

Abstrakte Datentypen (ADTs) dienen der Spezifikation von Datenstrukturen und Operationen
auf diesen Datenstrukturen. Wichtiger Aspekt: die tatsachliche Realisierung durch konkrete

Datenstrukturen wird iiblicherweise dadurch nicht festgelegt.
Beispiel Stack:
Sei X ein Alphabet, und clear eine nullstellige Funktion.

Definition der Menge S der Stacks:

clear € S
VseS VxeXL push(s,x)eS
Vs €S (s # clear — pop(s) € S)
Vs €S (s # clear > top(s) € X)
Vs € S empty(s) € {true, false}
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Die Menge S ist zu groB. Deshalb werden weitere Eigenschaften gefordert:

Vs €S Vx € L push(s,x) # clear
Vs €S Vx,y € £ (push(s,x) = push(s,y) —x =1y)
Vs,teS Vxelk (push(s,x) = push(t,x) —s =1)

...und weitere Eigenschaften fiir die Kombination von Funktionssymbolen:

VseS VxeXL (top(push(s,x)=x/\pop(push(s,x))=:)
VseS Vxe€XL empty(push(s,x))="false
)

empty(clear) = true

Wichtige Fragen an ADTs, als Basis fiir weitere Programmentwicklung:
e Ist der ADT konsistent?

o st der ADT beziiglich weiterer geforderter Eigenschaften vollstandig?
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Zur Programmverifikation konnen geforderte Eigenschaften des Programms als Vor- und

Nachbedingungen angegeben werden, z.B.:

1 {t > 0}

(2) t o= t+1;

3) alt] := x;

4 {t > 0 A alt] = x}

Mit geeigneten Kalkiilen kann die (partielle/totale) Korrektheit nachgewiesen werden (auch in
Verbindung mit ADTs).

Bei der Verifikation reaktiver Systeme geht es um den Nachweis von temporalen Eigenschaften

von nicht-terminierenden Programmen. Logik wird als Spezifikationssprache verwendet.

1 Einfiihrung 11



Kiinstliche Intelligenz

Zwei Beispiele (Automatisches Theorembeweisen, Wissensreprasentation).

Automatisches Theorembeweisen beschiftigt sich (u.a.) mit Methoden zur Automatisierung

der Folgerungsrelation.

Paradebeispiel: Der automatische Beweis der iiber 50 Jahre offenen ,,Robbin’'s Conjecture” durch

den EQP-Theorembeweiser.

Gegeben die folgende Basis der Booleschen Algebra (Huntington, 1933):

X+y=y+x (Kommutativitat)
(x+y)+z=x+(y+z) (Assoziativitat)
nn(x)+y)+nnx)+ny)) =x (Huntington Gleichung)

Robbin’s Conjecture: Die Huntington Gleichung kann ersetzt werden durch

nnx+y)+nx+ny))) =x (Robin’s Gleichung)

1 Einfiihrung
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In der Wissensreprasentation spielt Logik eine wichtige Rolle als Formalismus zur Beschreibung

von ,,Weltwissen", und zur Spezifikation anderer, graphischer Formalismen. Beispiel:

Vx
Vx

(man(x) — mammal(x))

(animal(x) — mammal(x))
Vx (man(x) — 3y name(x,y))

(

Vx (mammal(x) — Jy age(x,y))
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2 Aussagenlogik
(sentential logic, propositional logic)

Aussagenlogik (AL) befaBt sich mit Feststellungen iiber Wahrheitswerte von Aussagen alleine
aufgrund ihrer Form.

Inhalt: Syntax, Semantik, ein Kalkiil fiir AL, wichtige Ergebnisse

2.1 Syntax der Aussagenlogik

Definition 2.1 (Syntax der Aussagenlogik)
Gegeben seien

e cine aufzdhlbare Menge von atomaren Formeln Py, firi=1,2,3..., und
e die Junktoren A, V und —, und
e die Symbole ( und ).

Die Menge AF der aussagenlogischen Formeln ist wie folgt induktiv definiert:
1. Py AF, firi=1,2,3....
2. Falls Fe AF und G € AF, so auch (FAG) € AFund (FV G) € AF.

3. Falls F € AF, so auch —F € AF.
]

Sprechweise in Abschnitt 3: ,, Formel” statt , aussagenlogische Formel*
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Definition 2.2 (Teilformel)

Eine Teilformel einer Formel F ist eine Teilzeichenreihe von F welche selbst wieder eine Formel ist.

[]

Konvention 2.3 (Abkiirzungen, Schreiberleichterungen) Die folgenden Abkiirzungen werden
benutzt (wobei F; € AF):

Abkiirzung Expansion

A B, C, .. P, Ps, Ps, ...

(F1 —F2) (—F1 VF2)

(F2 Fy) (—F1 VF2)

(F1 & F2) (FiAF2)V (=F1 A—F2))

Vit Fi (- ((FIVF2)VE3)V .- VFy)
A Fi (- ((FAAF)AF)A -+ AFn)

Die Symbole —,+ und ¢« werden ebenfalls Junktoren genannt,

Prazedenzen der Junktoren werden vereinbart (in ansteigender Bindungskraft):

Klammern in AFs diirfen weggelassen werden, falls rekonstruierbar. Um dies eindeutig zu

ermoglichen, werden alle zweistelligen Junktoren zusatzlich als links-assoziativ vereinbart. ]

2 Aussagenlogik
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2.2 Semantik der Aussagenlogik

Definition 2.4 (Semantik der Aussagenlogik)
Die Menge der Wahrheitswerte ist {W, F}.

Eine Belegung fiir eine Menge D von atomaren Formeln ist eine Funktion Ap welche jedem
A € D einen Wahrheitswert zuordnet, i.e. Ap(A) € {W, F} fiir jedes A € D.

Sei D und Ap gegeben, und E C AF so dal3
1. E , abwirts geschloBen" ist (i.e. falls F € E und F’ Teilformel von F ist, so auch F/ € E), und

2. jede atomare Formel in E auch in D ist.

2 Aussagenlogik
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Die Erweiterung von Ap auf E ist eine Funktion Ag welche jedem F € E gemalB folgender

rekursiver Definition einen Wahrheitswert zuordnet:

1. Ag(F) = Ap(F), falls F atomare Formel ist.

)
W falls Ag(F) =W und Ag(G) =W
o Ae(FAG) — < alls Ag(F) u £(G)

\ F sonst

)

W falls Ag(F) = W oder Ag(G) =W
3. Ag(FVG) =<
F sonst

\

W falls Ag(F) =F
4. Ag(—F) =
F sonst

Notation: Statt Ap und Ag kiirzer A.

Bezeichnung: Eine Formel der Art (F/\ G) hei8t Konjunktion, eine Formel der Art (FV G) heiBt
Disjunktion, eine Formel der Art —F heiBt Negation. ]

Alternative: Definition der Bedeutung der Junktoren iiber Wahrheitstafeln.

Bemerkung: Bei , intensionalen Logiken” gilt das in Definition 2.4 realiserte

Extensionalitatsprinzip nicht.
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Induktive Definitionen (wie Definition 2.1) gestatten das Beweisprinzip der strukturellen

Induktion. Im Fall der Aussagenlogik erhalt man:

Bemerkung 2.5 (Induktion iiber den Formelaufbau) Um zu beweisen, daB eine Behauptung B
fiir jede Formel F gilt, geniigt es, das Folgende zu beweisen:

Induktionsanfang. B(A) gilt fiir jede atomare Formel A.

Induktionsschritt. Unter der (Induktions-) Annahme, daB B(F) und B(G) fiir beliebige Formeln F
und G gelten, zeigt man, daB damit auch B(—F), B((FAG)) und B((FV G)) gelten.

[]
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Definition 2.6 (Modell, giiltig, erfiillbar)
Sei F eine Formel und A eine Belegung. Falls A fiir alle in F vorkommenden atomaren Formeln

definiert ist, so heiBt A zu F passend.
A ist passend zu einer Menge M von Formeln, gdw. A passend zu allen F € M ist.

Als dquivalent wird definiert:
e A ist passend zu F und A(F) = W.
e AETF .
e A ist ein Modell fiir F.
e T gilt unter der Belegung A.
Als dquivalent wird definiert:
e A ist passend zu F und A(F) = F,
o AT .
o A ist kein Modell fiir F.

e T gilt nicht unter der Belegung A.

2 Aussagenlogik
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Eine Formel F heiB3t
e erfiillbar, falls F mindestens ein Modell besitzt, unerfullbar sonst.

e tautologisch (oder Tautologie), falls jede zu F passende Belegung ein Modell fiir F ist.
Notation: = F fiir ,F ist Tautologie”. F£ F fiir , F ist keine Tautologie”.

Sei M eine Menge von Formeln. M heiBt erfiillbar gdw.

Es existiert eine Belegung A, so daB fiiralle Fe M gilt: AEF
[]

Satz 2.7
Eine Formel F ist eine Tautologie gdw. —F unerfiillbar ist.

2 Aussagenlogik
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Definition 2.8 (Folgerung, logische Konsequenz)

Sei M eine Menge von Formeln und G eine Formel.

G ist eine Folgerung von M (oder (logische) Konsequenz von M), i.Z. M = G, gdw.
Fiir alle zu M passenden Belegungen A gilt: Falls A = F fiir alle F € M, so auch A = G.
Fiir eine Formel F definiere F = G als {F} &= G.

Dieselbe Sprechweisen, ,, Folgerung” und , Konsequenz“ werden auch hier angewendet.
Satz 2.9
1. Die folgenden drei Behauptungen sind aquivalent:
(a) G ist eine Folgerung von F.
(b) (F— G) ist eine Tautolgie.
(c) (FA—G) ist unerfiillbar.

2. Die folgenden beiden Behauptungen sind dquivalent:
(a) G ist eine Folgerung von M.
(b) M U{—G} ist unerfiillbar.

2 Aussagenlogik
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Lemma 2.10

Seien A und A’ zwei zu einer Formel F passende Belegungen.

Falls A(A) = A’(A) fiir alle atomaren Teilformeln A von F, dann auch A(F) = A’(F).

(Wie beweist man das?)

Relevanz: Der Wahrheitswert von F hangt nur von den in F vorkommenden atomaren Teilformeln
ab.

Fazit: ,Wahrheitstafeln geniigen®.

2 Aussagenlogik
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Wahrheitstafel fiir eine Formel F mit den atomaren Teilformeln A,... A,

Aq An1 An F
Aq F F F A1(F)
A> F F W AP
.Azn : W W W .Azn (F)

F ist erfiillbar (tautologisch), falls die Spalte unter F mindestens einmal (nur) den Eintrag W
enthalt.

Aufwand zur Erstellung von Wahrheitstafeln?
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Beispiel 2.11 Eine Wahrheitstafel fir F = (A /A (A V B)).

Es bieten sich an, fiir Teilformeln von F eigene Spalten anzulegen.

A B A((AAB)) A((AV(AAB)))
A F F F F
Ay:  F W F F
Aj W F F w
Ag: W W W "\

2 Aussagenlogik
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2.3 Aquivalenzen und Normalformen

Normalform: Kanonische Représentation von Formel(menge)n. Dazu:

Definition 2.12 ((Semantische) Aquivalenz)
Zwei Formeln F und G heiBen (semantisch) dquivalent, i.Z. F = G, gdw.

Fiir alle sowohl zu F als auch zu G passenden Belegungen A gilt: A(F) = A(G).
]

Bemerkung: Auch Formeln mit verschiedenen atomaren Teilformeln kénnen dquivalent sein.

Satz 2.13 (Ersetzbarkeitstheorem)
Sei F = G. Sei H eine Formel mit mindestens einem Vorkommen der Teilformel F. Dann gilt

H = H’, wobei H’ aus H hervorgeht, indem irgendein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird.

Beweis. Induktion iiber den Formelaufbau von H?2. |

Die Relevanz ist durch die folgenden Aquivalenzen gegeben.

?Dies ist natlirlich nur eine Beweisidee.

2 Aussagenlogik
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Satz 2.14

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

(FAF) = F (ldempotenz)
(FVF) = F
(FAG) = (GAF) (Kommutativitat)
(FVG) = (GVF)
(FAG)AH) = (FA(GAH)) (Associativitat)
(FVG)VH) = (FV(GVH))
(FA(FVG)) = F (Absorption)
(FV(FAG)) = F
(FA(GVH)) = (FAG)V(FAH)) (Distributivitat)
(FV(GAH)) = ((FVG)A(FVH)) (Doppelnegation)
—F = F
—~(FAG) = (—FV—-G) (deMorgansche Regeln)
—(FVG) = (-FA—-G)
(FVG) = F , falls F Tautologie (Tautologieregeln)
(FAG) = G, falls F Tautologie
(FVG) = G, falls F unerfiillbar (Unerfiillbarkeitsregeln)
(FAG) = F , falls F unerfiillbar
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Beweis.

Durch Wahrheitstafeln. Z.B. fiir die zweite Absorptionsregel siehe Beispiel 2.11, und

setze A = F und B = G dort. Die erste und die letzte Spalte sind gleich.

Beispiel 2.15 Beweis der Aquivalenz

(AV(BVC)A(CV—A)) = ((BA—=A)VC)

2 Aussagenlogik

(AV (BVC)
((AVB)VC
(CV (AVB)
V ((AVB)A—A))
~AA(AVB)))

A
A
A

(CV—A))
(CV—A))
(CV—A))

(Assoziativitat und ET)
(Kommutativitat und ET)
(Distributivitat)
(Kommutativitat und ET)
(Distributivitat und ET)
(Unerfiillbarkeitsregel und ET)
(Kommutativitat und ET)

)

(Kommutativitat und ET
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Beispiel-Anwendung:

Satz 2.16
Zu jeder Formel F gibt es eine aquivalent Formel, die nur die Junktoren V' und — enthalt.

Der (konstruktive) Beweis beschreibt die geschickte Anwendung der Aquivalenzen in Satz 2.14.

2 Aussagenlogik
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Von besonderem Interesse fiir das ,, automatische SchlieBen* sind die folgenden Normalformen.

Definition 2.17 (Literal, Normalformen)

Ein atomare Formel wird von nun an auch kurz als Atom bezeichnet.

Ein Literal ist ein Atom oder die Negation eines Atoms. Im ersten Fall ist das Literal positiv, im
zweiten Fall negativ.

Literale werden ublicherweise durch die Buchstaben K und L bezeichnet.

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF) falls sie eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist:

F=(A (\ L)
i=1 j=I

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF) falls sie eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist:

nom

F=(V (A L)

i=1 j=I1

In beiden Fallen ist also

Li,j € {P1,P2,.. .} U{=Py,—Ps, ...} .
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Theorem 2.18 Fiir jede Formel gibt es eine dquivalente Formel in KNF und eine dquivalente
Formel in DNF.

Beweis. Skizze, fiir den KNF-Teil: Sei F/ die gegebene Formel. F/ wird mit Hilfe von

Aquivalenzen und unter Ausnutzung des Ersetzbarkeitstheorems (Satz 2.14) solange umgeformt,

bis eine Formel in KNF resultiert.

Die nétigen Aquivalenzen sind (sie werden von links nach rechts angewendet):

——G =G
—(GAH)=(—GV—H)
—(GVH)=(—-GA—H)

(FV(GAH))=(FVG)A(FVH))
((GAH)VF) = ((FVG)A(FVH))

Klar ist, daB die resultierende Formel dquivalent zu F’ ist.

Zu zeigen ist nun:
1. Der Umformungsvorgang ist in jedem Fall endlich.

2. Die resultierende Formel ist in KNF.

2 Aussagenlogik
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Fragen in Zusammenhang mit diesem Beweis:
1. Ist stets immer nur eine Aquivalenz anwendbar?

2. Falls nein, spielt die Auswahl der im nichsten Umformungsschritt angewendeten Aquivalenz

eine Rolle? D.h. ist das Ergebnis (syntaktisch) immer dasselbe (Aquivalenz gilt ohnehin)?

3. Ist die resultierende Formel (gréBenordnungsmaBig) genau so groB wie die Eingangsformel?

2 Aussagenlogik
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2.4 Klausellogik

(Klausale Logik, clause logic)

Sei F = (AiL; (Vi Lij)) eine Formel in KNF. F kann auch geschrieben werden als

F= (mA11V - VoA VA Y - VA )
A )

AN (_'An,1 AVARER \/ﬁAn,kn \/An,kn—H Voo VAn,mn)

F= (AN ANA g 2 A gV - VA )
A )

A\ (An,1 AREE /\An,kn — An,kn+1 V.. VAn,mn)

Relevanz: Viele Probleme sind auf natiirliche Art und Weise mit dieser Struktur, als

Wenn-Dann Regeln, formulierbar.

2 Aussagenlogik
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Das Resolutionsverfahren (s.u.) benutzt arbeitet auf einer Mengendarstellung von Formeln in KNF.

F wird in Klausellogik folgendermaBen als Klauselmenge M dargestellt:

MF - { {ﬁAL])---)_‘A],k])A1,k1—|—])°°°>A1,m1}>
{ 5

{ﬂAn,h o >_'An,kn ) An,kn+1> LA »An,mn}

Definition 2.19 (Klausel, Klauselmenge)
Eine Klausel ist eine Menge von Literalen. Die leere Menge wird auch als leere Klausel

bezeichnet, und als [] geschrieben.

Eine Klauselmenge ist eine Menge von Klauseln. ]

2 Aussagenlogik
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Um die bisherigen Definitionen und Ergebnisse auch auf Klauseln oder Klauselmengen anwenden

zu kénnen, wird die folgende Ubersetzung definiert.
Idee: Um die Aquivalenz zur KNF-Darstellung zu erhalten, miiBen die inneren ,'s als ,, V' “, und die

auBeren ,'s als ,, A" aufgefaBt werden.

Definition 2.20 (Ubersetzung von Klausellogik in die Formeln der Aussagenlogik)
Sei C eine Klausel und M eine Klauselmenge.

(P] /\_‘P1) falls C = [
F(€) =

Vieel sonst
(P;V—P;) falls M ={}
Aeem T(C)  sonst

Wegen der Idempotenz und der Assoziativitat der /A- und V -Junktoren ist klar, daB fiir jede
KNF-Formel F gilt: F = F(Mg), wobei M die Darstellung von F in Klauselform ist.

Dariiberhinaus ist jede endliche Klauselmenge M zu einer Formel in KNF aquivalent.

Falls (0 & M, so ist F(M) in KNF.

2 Aussagenlogik
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Definition 2.21 (Weitere Schreibweisen)

Eine Klausel

~A1V - - V-ALVALY - - VAL
wird auch geschrieben als

Alyeo A= Akt -, Am

Die Folge der Atome Aq,..., Ak wird als Rumpf (der Klausel) und die Folge der Atome

Axi1,y...,Am wird als Kopf (der Klausel) bezeichnet.
Spezialfalle:
m=0: Ay, ...,Ax— (Negative Klausel)
k=0: —A...,An (Positive Klausel)

2 Aussagenlogik
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Horn Klauseln

Horn-Klauseln sind Klauseln bestimmter Bauart. lhnen kommt besondere Bedeutung in der

Logik-Programmierung und in der Wissensreprasentation zu.

Definition 2.22 (Horn-Klausel, Definite Klausel, Horn-Klauselmenge)

Eine Hornklausel ist eine Klausel, die hochstens ein positives Literal enthalt.
Eine definite Klausel ist eine Klausel, die genau ein positives Literal enthalt.

Ein Fakt (Faktum) ist eine positive, definite Klausel.

2 Aussagenlogik
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10

11

Der folgende Algorithmus entscheidet die Erfiillbarkeit einer gegebenen Horn-Klauselmenge M.

Dazu sollen die Vorkommen von Literalen in Klauseln markiert werden kénnen.

Markierungsalgorithmus
Eingabe: Eine endliche Horn-Klauselmenge M.

Ausgabe: ’'erfullbar’ oder ’‘unerfullbar’.

Solange es in M (i) eine definite Klausel Ajq,...,Ax — Ayl gibt,
oder (ii) eine negative Klausel Ajq,...,Ax — gibt,
so daB Ajp,...,Ax bereits markiert sind,

und (im Fall (i)) Axs1 noch nicht markiert ist, tue:

Im Fall (i) markiere jedes Vorkommen von Ayy; in M,

sonst (Fall (ii) trifft zu) gib "“‘unerfullbar"’ aus und stoppe.

Gib "‘erfullbar"’ aus und stoppe.

Bemerkung: Falls , erfiillbar” ausgegeben wird, ist ein Modell A fiir M bestimmt durch:
A(Ai) = W gdw. A; hat eine Markierung.
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2.5 Semantische Baume
Robinson 1968, Kowalski und Hayes 1969.
Anwendungen

e Finden eines Resolutionsbeweises ist dquivalent zur Konstruktion eines , geschlossenen”
semantischen Baumes (i.e. Beweis des Vollstandigkeitssatz des Resolutionsverfahrens fiir die

Aussagenlogik).
e Liefert auch direktes Beweisverfahren fiir Aussagenlogik.

e Beweis des Kompaktheitssatzes.
Anwendung: Vollstandigkeitsbeweis des Resolutionsverfahrens fiir die Pradikatenlogik.
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Definition 2.23 (Baum)
Ein Baum

e ist ein zusammenhangender, gerichteter, azyklischer Graph,
e in dem jeder Knoten hochstens eine eingehende Kante hat.

In einem Wurzelbaum gibt es einen ausgezeichneten Knoten, genannt Wurzel, der keine
eingehende Kante hat.

In einem endlichen Baum gibt es nur endlich viele Knoten (und damit nur endlich viele Kanten).
In einem endlich verzweigenden Baum hat jeder Knoten nur endlich viele ausgehende Kanten.

In einem m-adischen Baum hat jeder Knoten hochstens n ausgehende Kanten. 2-adische Baume
heiBen auch Binarbdaume.

In einem vollstandigen n-adischen Baum hat jeder Knoten (genannt Blatt) entweder keine, oder

genau n ausgehende Kanten (genannt innere Knoten).
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Ein Pfad P ist eine moglicherweise unendliche Folge von Knoten P = (N, N1,...), wobei Ng die
Wourzel ist, und Nj ein direkter Nachfolger von Nj_qist (i=1,...,n).

Ein Pfad (der Lange n) zu einem Knoten N ist ein Pfad der mit einem Knoten N, = N endet.
Der Knoten N;,_1 heiBt direkter Vorgangerknoten von N
Jeder der Knoten Ny, N1,..., N1 heit Vorgangerknoten von N.

Ein (knoten-)markierter Baum ist ein Baum zusammen mit einer Funktion A
(Labelling-Funktion), welche jedem Knoten ein Element aus einer gegebenen Menge zuordnet.
H

Weitere Begriffe: benachbarte Knoten, Nachfolgerknoten, geordneter Baum, ...

Unterschied zwischen Wurzelbaumen und induktiv definierten ,,Infol-Baumen“?
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Definition 2.24 (Komplement, Semantischer Baum)
Sei L ein Literal. Das Komplement von L ist

—A falls L ein Atom A ist

|
|

A falls L ein negiertes Atom —A ist
Ein semantischer Baum B (zu einer Menge von Atomen D) ist ein vollstandiger Bindrbaum
mit Wurzel, in dem
1. die Wurzel mit dem Symbol T markiert ist, und

2. falls N ein innerer Knoten ist, dann ist ein direkter Nachfolger von N mit einem Literal A
markiert (mit A € D), und der andere direkte Nachfolger ist mit dem Literal —A markiert, und

3. in dem fiir jeden Knoten N es kein Literal L gibt so daB L € J(N) und L € J(N), wobei

J(N) ={A(N;i) | No,Nq,...,(Np,=N)istein Pfadzu Nund 1 <i<n .

2 Aussagenlogik

41



Bemerkung 2.25 (Semantik von T) Ubereinkunft: Das Symbol T wird in allen Belegungen zu
W ausgewertet ]

Definition 2.26 (Atommenge)
Zu einer Klauselmenge M ist die Atommenge (von M) die Menge der in M vorkommenden

Atome. Ein semantischer Baum zu M ist ein semantischer Baum zur Atommenge von M. L]

Definition 2.27 (Volistandiger semantischer Baum)
Ein semantischer Baum zu D ist vollstandig, falls fiir jedes Blatt N gilt:

A € J(N) oder —A € J(N), fiir alle A € D.
[l
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Bemerkung 2.28

1.

Jeder Knoten N in einem semantischen Baum zu D definiert eine Belegung A fiir eine
Teilmenge D’ C D (,,partielle Belegung fiir D"):

W falls A € J(N)
F falls —A € J(N)

AN(A) =

Falls die Atommenge von M endlich ist, so ist in jedem vollstindigen Baum fiir jedes Blatt N
die Belegung AN passend zu M.

Falls die Atommenge von M unendlich ist, so ist jeder vollstandige Baum zu M unendlich
(mehr noch: hat keine Blatter).

Ein vollstandiger semantischer Baum kann als eine Aufzahlung aller moglichen Belegungen
passend zu M angesehen werden (AN # An: fiir N #£ NY).
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Falls eine Klauselmenge unerfiillbar ist, muB jede passende Belegung mindestens eine Klausel zu F

auswerten. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.29 (MiBerfolgsknoten)
Ein Knoten N in einem semantischen Baum zu M ist ein MiBerfolgsknoten, falls

1. es eine Klausel € € M gibt mit An ¥ C, und

2. falls fiir jeden Vorgingerknoten N’ von N gilt:

Es gibt keine Klausel € € M so daB A F C.
[

Definition 2.30 (Offen, geschloBen)
Ein Pfad P in einem semantischer Baum zu M ist geschloBen falls P einen MiBerfolgsknoten

enthalt, andernfalls ist P offen.

Ein semantischer Baum B zu M ist geschloBen falls jeder Pfad geschloBen ist, andernfalls ist B
offen. ]
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Lemma 2.31

Eine Klauselmenge M ist unerfiillbar gdw. es einen vollstandigen und geschloBenen semantischen
Baum zu M gibt.

Theorem 2.32 (Kompaktheitssatz) Eine Klauselmenge M ist erfiillbar gdw. jede endliche
Teilmenge von M erfiillbar ist.
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2.6 Das Resolutionsverfahren

Das Resolutionsverfahren (kurz: Resolution) (Robinson, 1965) ist ein Kalkiil fiir die
Pradikatenlogik.

Ein Kalkiil fiir X besteht aus
e ciner (entscheidbaren) Menge von Formeln (genannt Axiome), und
e einer Kollektion von Umformungsregeln (genannt Inferenzregeln), und

e eine Vorschrift, wie die Anwendung der Inferenzregeln zu kombinieren sind (genannt

Ableitungsbegriff), wobei als Startpunkt von einer gegebenen X-Formelmenge ausgegangen
wird.

Im Fall von Resolution:
e Axiome: Keine

e Inferenzregeln: Mit der Resolutionsregel werden zwei Klauseln zu einer dritten Klausel
kombiniert.

e Ableitung: Eine Folge von Klauseln (genannt Resolutionsableitung).
e X: Klausellogik (zunachst: aussagenlogische Klausellogik).

Ein Kalkiil ist demnach ein rein syntaktisches (,, mechanisches") Verfahren, und bietet sich als
Grundlage fiir Implementierungen an.
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2.6.1 Resolution als Widerlegungsverfahren
Ubliche Fragestellung:

Gegeben: (i) T ={Axq,...,Axn} endliche Formelmenge, und
(ii) F Formel.

Frage: Gilt T=F7? (d.h. ist F eine Folgerung von J7)

Mit Resolution:

TET (1)
gdw. T U{—F} unerfiillbar ist (Satz 2.9-2) (2)
gdw. die Klauseldarstellung von Ax1 /A .-+ A\ Axyn /A—F unerfiillbar ist (3)
gdw. Resolution angewendet auf Ax; A -+ A Ax, /A —F die leere (4)

Klausel [ produziert.

Den Ubergang von (3) nach (4) liefert das Vollstindigkeitstheorem, und den Ubergang von (4)
nach (3) liefert das Korrektheitstheorem der Resolution.
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Definition 2.33 (Resolutionsregel)
Seien Cq, €2 und € Klauseln. Dann heiBt € Resolvent von €7 und C», falls

1. es ein Literal L gibt mit L € €7 und L € €5, und
2. €= (Cr\{LH U (C\{L}
Bemerkungen:

e Sprechweise: ,,C wird aus €1, €, nach L resolviert.”

Cq )

\/

e Graphisch: C

e Die leere Klausel [] kann als Resolvent auftreten
]
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Das folgende Lemma garantiert die Korrektheit des Resolutionsverfahrens.

Lemma 2.34
Sei M eine Klauselmenge, und sei C Resolvent zweier Klauseln €1 € M und €, € M.
Dann gilt M = M U {C].

Definition 2.35
Sei M eine Klauselmenge. Definiere

1. Res(M) =MU{C | € ist Resolvent zweier Klauseln in M}
2. ResM) = M
Res™' (M) = Res(Res™(M)) |, fiir n > 0.

3. Res*(M) =J;;>oRes™ (M)  (der Resolutionsabschlul von M)
[
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Die Definition von Res™ fordert, daB alle Resolventen gebildet werden. Die folgende Definition
vermeidet dies:

Definition 2.36 (Resolutionsableitung)

Sei M eine Klauselmenge. Eine Resolutionsableitung aus M ist eine (moglicherweise unendliche)
Folge von Klauseln

C1,C2 ..., Cn,y...

wobei C; € M ist oder C; Resolvent zweier Klauseln C; und Cy ist mit j, k < i (firi=1,2,...).

Eine Refutation von M ist eine endliche Resolutionsableitung aus M welche mit der leeren
Klausel C,, = [ endet. []
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Der Teil iiber Aussagenlogik wird mit dem folgendem Hauptergebnis beendet.

Theorem 2.37 (Korrektheit und Vollstidndigkeit der aussagenlogischen Resolution)
Eine Klauselmenge M st unerfiillbar gdw. [ € Res*(M).

Korollar 2.38
Eine Klauselmenge M ist unerfiillbar gdw. es eine Refutation gibt.

SchluBbemerkung: es gibt zahlreiche Verbesserungen des Resolutionsverfahrens. Hauptsachlich
kann zwischen zwei Kategorien unterschieden werden:

Restriktion: nicht alle moglichen Anwendungen der Resolutionsregel sind in Ableitungen

gestattet.

Redundanz: Gewisse Klauseln kénnen geléscht werden, d.h. sie brauchen zur Resolventenbildung

nicht herangezogen werden.
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3 Pradikatenlogik

(predicate logic)

Pradikatenlogik (1. Stufe) ist eine Erweiterung der Aussagenlogik um Ausdrucksmoglichkeiten zur
Formulierung daB gewisse Beziehungen fiir alle ,,Objekte* gelten, oder daB ein ,,Objekt*

existiert so dal eine gewisse Beziehung gilt.
Beispiel:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein g, so daB fiir alle n > ng gilt, daB abs(f(n) — a) < e.
Wesentliche Bestandteile hier:
o , fiir alle”, ,es gibt"
e Funktionen: abs, f, —

e Relationen: >, <, >

3 Pradikatenlogik

52



3.1 Syntax der Pradikatenlogik

Im folgenden sei i =1,2,3,... (,,Unterscheidungsindex”) und k =0,1,2,... (,,Stellligkeit")
1. Eine Variable hat die Form x;.
2. Ein Pradikatensymbol hat die Form Pf

3. Ein Funktionssymbol hat die Form f'f

Ein O-stelliges Funktionssymbol heit auch Konstante.

Vereinfachende Schreibweisen:

u,v,w,x,y,z stehen fiir Variablen

a,b,c stehen fiir Konstanten
f,g,h stehen fiir Funktionssymbole (Stelligkeit aus dem Kontext klar)
P,Q,R stehen fiir Pradikatensymbole (Stelligkeit aus dem Kontext klar)
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Die Menge der Terme ist wie folgt induktiv definiert:

1. Jede Variable ist ein Term.

2. Falls f ein k-stelliges Funktionssymbol ist, und falls tq, ..

f(tq,...,tx) ein Term,

Schreibweise: , c" statt ,c()" (mit ¢ Konstante).
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Die Menge PF der pradikatenlogischen Formeln ist wie folgt induktiv definiert:

1. Falls P ein k-stelliges Pradikatensymbol ist, und falls t1,...,tx Terme sind, so ist
P(ty,...,tx) € PF (genannt atomare Formel, oder Atom).

2. Falls F € PF und G € PF, so auch (FAG) € PFund (FV G) € PF.
3. Falls F € PF, so auch —F € PF.

4. Falls F € PF und x eine Variable ist, so ist
e Vx F € PF (, allquantifizierte Formel*), und
e Jx F € PF (, existentiell quantifizierte Formel").

Die Symbole V, bzw. 4, werden Allquantor, bzw. Existenzquantor genannt.
Von der Aussagenlogik werden sinngemaB iibernommen:
e Die weiteren Junktoren —, «—, ¢« .

e Prazedenzen der Junktoren; die Quantoren V und d haben die starkste Bindungskraft.

Weglassen von Klammern (.)

e Definition , Teilformel".
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Definition 3.1 (Freie und gebundene Vorkommen von Variablen, Aussage, Matrix)
Ein Vorkommen einer Variablen x in einer Formel F heiBt gebunden, falls x in einer Teilformel von

F der Form dx G oder Vx G vorkommt.
Andernfalls heiBBt dieses Vorkommen frei.
Eine Formel ohne Vorkommen von freien Variablen heiBt geschlossen, oder eine Aussage.

Die Matrix einer Formel F ist diejenige Formel, die man aus F erhilt, indem jedes Vorkommen von
3, bzw. V, samt der dahinterstehenden Variablen gestrichen wird. Die Matrix einer Formel F wird
mit F* bezeichnet. []
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3.2 Semantik der Pradikatenlogik
Eine Struktur ist ein Paar A = (U4, 14), wobei

1. U4 eine beliebige, aber nicht leere Menge ist

(auch genannt Grundmenge, Individuenbereich, Universum), und
2. 14 eine Abbildung ist, die

e jedem k-stelligen Pradikatensymbol P (das im Definitionsbereich von I 4 liegt) ein
k-stelliges Pradikat (Relation) iiber U4 zuordnet, und

e jedem k-stelligen Funktionssymbol f (das im Definitionsbereich von 14 liegt) eine k-stellige
Funktion auf U 4 zuordnet, und

e jeder Variablen x (die im Definitionsbereich von 14 liegt) ein Element aus der Grundmenge
U 4 zuordnet.

Abkiirzende Schreibweisen: P# statt [ 4(P), f4 statt L4(f), x statt I4(x).

Sei F eine Formel und A = (U4, 14) eine Struktur. A heiBt zu F passend, falls I 4 fiir alle in F
vorkommenden Pradikatensymbole, Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.
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Beispiel
Sei F =Vx P(x,f(x)) AQ(g(a,z)).
Eine zu F passende Struktur ist:

Uy = {0,1,2,...}

pA = {(m,n)|mne Uy und m <n}

Q" = {neUg|n ist Primzahl}

f4 = die Nachfolgerfunktion auf Uy, also f4(n) =n + 1

g” = die Additionsfunktion auf Uy, also g(m,n) =m+n
at = 2

=3

Beispiel fiir anderen Grundbereich (,, Herbrand-Universum*):

U.A — {(l,f((l),g((l, a),f(g(a, (1)), g(f(a)a (1), .- }
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Auswertung von Termen und Formeln

Sei F eine Formel und A eine zu F passende Struktur. Fiir jeden Term t den man aus den
Variablen und Funktionssymbolen von F bilden kann, definiere den Wert von t (in der Struktur

A), A(t), als:
1. Falls t eine Variable x ist, so ist A(x) = x*

2. Falls t die Form hat t = f(ty,...,tx) (mit f als k-stelligem Funktionssymbol und t1, ..., tx

Terme), so ist

A(f(t1> .- )tk)) — fA(A(t1)) s )‘A(tk))
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Definiere den (Wahrheits-) Wert von F (in der Struktur A), A(F), als:

1. Falls F die Form F = P(t1,...,tx) hat (mit P als k-stelligem Pradikatensymbol und ti,..., tx
Terme), so ist

A
AP, ) = 4 W falls (A, Al)) € P

F sonst
)
W falls A(F) =W und A(G) =W
2. A(FAG) = |
F sonst
\
4
W falls A(F) =W oder A(G) =W
3. A(FVG) = [
F sonst

\

W falls A(F) = F
4. A(—F) =

F sonst
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5. Falls F die Form F =Vx G hat, so ist

W falls fir alle d € U 4 gilt: A G) =W
Afvx G) — A8 x/al(G)

F sonst

6. Falls F die Form F = dx G hat, so ist

W fallsesein d € Uy gibt mit: A G) =W
A3k G) — A8 x/d (G)

F sonst

Wobei Aj, /q) die Struktur ist, die iiberall mit A identisch ist, bis auf die Zuordnung von Variablen.
Fiir diese gilt:

d fallsy =x
A(x) sonst
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Die folgenden Definition sind die offensichtlichen Ubertragungen ihrer Gegenstiicke aus der

Aussagenlogik:

Definition 3.2 (Modell, giiltig, erfiillbar)
Eine Struktur A ist passend zu einer Menge M von Formeln, gdw. A passend zu allen F € M ist.

Sei F eine Formel. Als dquivalent wird definiert:
e A ist passend zu F und A(F) = W.
e AETF.
e A ist ein Modell fiir F.
e F gilt unter der Struktur A.
Als dquivalent wird definiert:
e A ist passend zu F und A(F) = F,
o AFEF .
o A ist kein Modell fiir F.

e T gilt nicht unter der Struktur A.
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Eine Formel F heiBt
e erfiillbar, falls F mindestens ein Modell besitzt, unerfullbar sonst.

e tautologisch (oder Tautologie), falls jede zu F passende Belegung ein Modell fiir F ist.
Notation: = F fiir ,F ist Tautologie”. F. F fiir , F ist keine Tautologie”.

Sei M eine Menge von Formeln. M heiBt erfiillbar gdw.

Es existiert eine Struktur A, so daB fiir alle F € M gilt: AEF
[]
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Ebenso, wie in der Aussagenlogik:

Definition 3.3 (Folgerung, logische Konsequenz)
Sei M eine Menge von Formeln und G eine Formel.

G ist eine Folgerung von M (oder (logische) Konsequenz von M), i.Z. M E G, gdw.

Fiir alle zu G und zu M passenden Strukturen A gilt: Falls A = F fiir alle F € M, so auch
A E G.

Fiir eine Formel F definiere F = G als {F} = G.

Dieselbe Sprechweisen, ,, Folgerung” und ,, Konsequenz“ werden auch hier angewendet. ]
Satz 3.4
1. Die folgenden drei Behauptungen sind aquivalent:
(a) G ist eine Folgerung von F.
(b) (F— G) ist eine Tautolgie.
(c) (FA—G) ist unerfiillbar.

2. Die folgenden beiden Behauptungen sind aquivalent:
(a) G ist eine Folgerung von M.
(b) M U{—G} ist unerfiillbar.

Beweis. Analog zur Aussagenlogik. |
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Bemerkungen

Pradikatenlogik vs. Aussagenlogik:

e Jede aussagenlogische Formel ist ,, automatisch” eine Formel der Pradikatenlogik, indem A;
(i=1,2,...) als O-stelliges Pridikatensymbol P? aufgefasst wird.

e Jede Formel der Pradikatenlogik in der keine Quantoren vorkommen, z.B.
F=(Q(a)V—R(f(x),c)) A—Q(a)

kann unter Erhaltung der Erfiillbarkeit in eine aussagenlogischen Formel iibersetzt werden,
durch ldentifizierung gleicher pradikatenlogischen Atome mit gleichen aussagenlogischen

Atomen, hier z.B.
F' = (A1 VAL A—A;

e Jede Formel der Pradikatenlogik in der keine Quantoren vorkommen, kann mit
aussagenlogischen Mitteln (vgl. Theorem 2.18) in eine dquivalente KNF/DNF umgeformt

werden.

Logik hohere Stufe: Formeln wie F = VP 3f Vx (P(x) < f(x, a)).
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3.3 Agquivalenzen und Normalformen

e Alle bisherigen Aquivalenzen (Satz 2.14) sind auch in der Pradikatenlogik giiltig.

e Das Ersetzbarkeitstheorem (Satz 2.13) gilt analog (Erweiterung der Fallunterscheidung im
Beweis notig).
e Des weiteren gelten die folgenden Aquivalenzen:
1. =VvxF = dx—F
—dIx F = Vx —F

2. Falls x in G nicht frei vorkommt, gilt:

(Vx FAG) = VYx (FAG)
(Vx FVG) = V¥x (FVG)
(Ix FAG) = Ix (FAG)
(Ix FVG) = Ix (FVG)

3. (WxFAVYx G) = Vx (FAG)
(Ix FVaIx G) = 3Ix (FVG)

4. VYxVYyF = VyVUxF
dxdyF = dydxF
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Definition 3.5 (Pranexform)

Eine Formel F der Form

wobei Q1,...,Qn € {V,3d}, und G keine Quantoren enthilt, heiBt Formel in Pranexform.

Sei F eine Formel. Ziel der angestrebten Normalformtransformation ist eine Formel F’ in

Pranexform

F/'=Vx; --- Vxn G , wobei G in KNF ist.

Ideen/Probleme hierbei:

1. ldee: Die Aquivalenzen 1-3 erlauben, die Quantoren , nach auBen zu treiben®”.

Problem: Die Aquivalenzen 2 sind nur eingeschrinkt anwendbar.
2. Problem: Daran anschlieBende Elimination der 3-Quantoren.

3. Idee: SchlieBlich wird die KNF-Formel G durch rein aussagenlogische Mittel (vgl.

Theorem 2.18) aus der Teilformel ohne den Quantoren-Prifix erhalten.
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Zu Problem 1: Die Aquivalenzen 2 sind nur eingeschrinkt anwendbar

Definition 3.6 (Substitution)

Sei F eine Formel, x eine Variable und t ein Term. Dann bezeichnet
Flx/t]

diejenige Formel, die man aus F erhilt, indem jedes freie Vorkommen der Variable x in F durch den
Term t ersetzt wird. ]

Lemma 3.7 (Gebundene Umbenennung)
Sei F = Qx G eine Formel mit Q € {3,V}. Sei y eine Variable, die nicht in G vorkommt. Dann gilt

F = Qu Gx/vy]

Satz 3.8

Zu jeder Formel F gibt es eine dquivalente Formel ¥’ in Pranexform.

Beweis. Induktion iiber den Formelaufbau, dabei Anwendung der Aquivalenzen 1-3 und

Lemma 3.7 um Anwendung der Aquivalenzen 2 zu erméglichen. |

Bemerkung: Dieser Beweis liefert einen Algorithmus zur Konvertierung einer Formel in

Pranexform.
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Zu Problem 2: Elimination der 3-Quantoren

Definition 3.9 (Skolemisierung)
Sei F eine Formel der Form

F=Vxy ---Vxndy G
Die direkte Skolemisierung von F ist die Formel
F' =Vx7 - Vxn Gly/f(x1,...,%xn)] ,

wobei f ein neues, bisher in F nicht vorkommendes n-stelliges Funktionssymbol ist.

Die Skolemisierung von F (Skolemform von F) ist die Formel F°X, die sich durch wiederholter

Anwendung von direkter Skolemisierung, so lange wie moglich, ergibt. ]

Bemerkung: Offensichtlich enthilt FS% keine 3-Quantoren mehr, falls F in Prinexform vorliegt.

FSk

Theorem 3.10 Eine Formel F ist erfiillbar gdw. die Skolemform erfiillbar ist.
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3.3.1 Zusammenfassung: Umformungsschritte

Gegeben: eine pradikatenlogische Formel F (mit eventuellen freien Vorkommen von freien
Variablen).

Ausgabe: Eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel in Skolemform mit Matrix in KNF.

1.

Bereinige F durch systematisches Umbenennen der gebundenen Variablen.
Das Ergebnis sei F1 ( = F).

. Seien y1,...,Yn die in F (bzw. F;) vorkommenden freien Variablen.

Sei F) =3Jy1 -+ Jyn Fy (F2 ist erfiillbarkeitsaquivalent zu Fy).

. Sei F3 eine zu F, dquivalente Aussage in Pranexform (siehe Satz 3.8).

. Sei F4 eine Skolemform zu F3

(F4 ist erfiillbarkeitsdquivalent zu F3, sieche Theorem 3.10).

Ersetze die Matrix von F4 durch eine dquivalente KNF-Form (siehe Theorem 2.18).

Dies ist das Ergebnis (es ist erfiillbarkeitsdquivalent zu F).
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3.4 Herbrand-Theorie

»Problem®: In einer Struktur A = (U4, I4) kann das Universum U 4 eine beliebige Menge sein,

und die Interpretationsfunktionen 14 konnen ebenso beliebig sein.

Wie soll ein Kalkiil damit umgehen?

»Losung“: Eine Herbrand-Struktur hat die folgenden Eigenschaften:
Es wird ein einziges bestimmtes Universum eindeutig festgelegt, eben das
Herbrand-Universum.
Die Interpretation 14 der Funktionssymbole wird zu gegebenem Herbrand-Universum
eindeutig festgelegt.

Alleine die Interpretation 14 der Pradikatssymbole ist offen.
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Definition 3.11 (Herbrand-Universum)

Sei F eine Aussage in Skolemform. Das Herbrand-Universum ist folgendermaBen definiert:

1. Alle in F vorkommenden Konstanten sind in D(F). Falls F keine Konstante enthalt, so ist a in
D(F).

2. Fiir jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f und Terme tq,...,tn in D(F) ist
der Term f(tq,...,tn) in D(F).
H
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Definition 3.12 (Herbrand-Strukturen)
Sei F eine Aussage in Skolemform. Dann heiBt jede zu F passende Struktur A = (U4, 14) eine
Herbrand-Struktur, falls folgendes gilt:

1. Uy =D(F)
2. fiir jedes in F vorkommende n-stellige Funktionssymbol f und tq,...,t,, € D(F) ist
fA(ty, ..., tn) = f(t1,...,tn)
N
Bemerkungen:

e Terme werden ,,auf sich selbst abgebildet” - Syntax und Semantik von Termen ist dasselbe.

e In Herbrand-Strukturen ist einzig die Interpretation P# der Pridikatensymbole nicht festgelegt.
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Die Relevanz der Herbrand-Theorie ist durch das folgende Theorem gegeben:

Theorem 3.13 Sei F eine Aussage in Skolemform. Dann ist F genau dann erfiillbar, wenn F ein
Herbrand-Modell besitzt.

Die Relevanz dieses Theorems ist durch den folgenden Sachverhalt gegeben:

M E F, fiir eine endliche Menge von Aussagen und eine Aussage F

gdw. MU {—F} unerfiillbar ist (Satz 3.4.2.a)
gdw. G = Apcp HA T unerfiillbar ist

gdw. Die Skolemform G°* von G unerfiillbar ist (Theorem 3.10)
gdw. G>¥ kein Herbrand-Modell besitzt (Theorem 3.13)
gdw. die Herbrand-Expansion E(G>¥) aussagenlogisch unerfiillbar ist (Theorem 3.15)

gdw. eine endliche Teilmenge von E(G®*) aussagenlogisch unerfiillbar ist
(Kompaktheit, Theorem2.32)

gdw. der ,, Algorithmus von Gilmore" mit , unerfiillbar” terminiert (s.u.) (6)

Diese Aquivalenzen bestimmen somit ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir die Pradikatenlogik.
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Beweis. [Theorem 3.13] Skizze: Von rechts nach links: klar.

Von links nach rechts: Sei A = F gegebenes Modell. Sei B eine Herbrand-Interpretation, wobei die

Pradikatensymbole P wie folgt definiert werden:
(t1,...,tn) € PB gdw. (A(t1),...,A(tn)) € P4

Zeige nun B = F durch Induktion iiber die Anzahl k der All-Quantoren in F. Dazu wird die

Behauptung verstarkt zu

Jfalls A = G, dann B &= G, wobei G eine Formel in Skolemform ist, die aus den

Bestandteilen von F aufgebaut ist”.

k = 0: unmittelbar tber die Definition von B.
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k > 0: Die verstarkte Behauptung gelte fiir Formeln mit weniger als k All-Quantoren.

G ist von der Form G = Vx H. Nach Voraussetzung gilt A = G.

gdw.
gdw.
dann
gdw.
gdw.
dann (nach .V.)
gdw.
gdw.

—

AEG

AEVx H

firalled € Ug: A g(H) =W

fiir alle d € U g mit d = A(t) fiir ein t € D(G): A/ q)(H) =W
fir alle t € D(G): Ap/ay(H) =

fur allet € D(G): A(H[x/t]) =W

B~ w N

A~ /N /N AN /N A/ /S /S A/
S Ol
N N N N N N N N N

fur alle t € D(G): B(H[x/t]) =W 7
BEVxH 8
BEG 9

Der Ubergang von (5) nach (6) ist durch das (hier) unbewiesene Uberfiihrungslemma gegeben.
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Korollar zu Theorem 3.13: Jede erfiillbare Formel besitzt bereits ein abzihlbares Modell.

Konsequenz: ,,Die reellen Zahlen” konnen nicht durch eine Formel der Pradikatenlogik eindeutig

charakterisiert werden!
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Definition 3.14 (Herbrand-Expansion)
Sei

F=Vy; --Vyn G
eine Aussage in Skolemform. Dann ist E(F), die Herbrand-Expansion von F, definiert als
E(F) ={Gly1/t1] - lyn/tnl | t1,...,tn € D(F)}

[]

E(F) ist die Menge aller Formeln die entsteht durch alle méglichen Ersetzungen der Variablen in G
durch Terme des Herbrand-Universums. E(F) kann somit als (i.A. unendliche) Menge von

aussagenlogischen Formeln angesehen werden.

Theorem 3.15 (Gddel-Herbrand-Skolem) Fiir jede Aussage F in Skolemform gilt: F ist erfiillbar

genau dann, wenn die Formelmenge E(F) im aussagenlogischen Sinn erfiillbar ist.

Das Theorem sagt aus, daB ,, Pradikatenlogik durch Aussagenlogik approximiert werden kann”.
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Der Algorithmus von Gilmore

Algorithmus von Gilmore

1 Eingabe:

eine Aussage in Skolemform.

s Sei Fq,Fy,...,Fn,... eine beliebige Aufz&hlung von E(F).

5Tl::0;

6 Wiederhole

7 n =
s bis (F1A

10 Ausgabe:

n+1
Fo/A -+« A F,) unerfillbar ist.

"unerfullbar’.

Der Algorithmus von Gilmore ist partiell korrekt, d.h. falls er terminiert dann ist E(F) unerfiillbar.
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3.5 Pradikatenlogische Resolution

3.5.1 Motivation

Der Erfiillbarkeitstest im Algorithmus von Gilmore kann im Prinzip durch aussagenlogische
Resolution erledigt werden.

Das entstehende Verfahren ist aber nicht optimal.

Beispiel: Sei F =Vx (P(x) A—P(f(x))) eine Aussage in Skolemform. Dann ist:
D(F) ={a, f(a), f(f(a)), ...}

E(F) ={P(a) A=P(f(a)), P(f(a)) A=P(f(f(a))),...}

Die Klauseldarstellung der ersten beiden Elemente (F, im Algorithmus von Gilmore) ist
{P(a)}, {=P(f(a))}, {P(f(a))},{=P(f(f(a)))}}

Von den vier Klauseln werden nur zwei Klauseln bendtigt, um die leere Klausel [J herzuleiten (laut

Korollar 2.38 reicht die Beschrankung auf solche, relevante Klauseln aus).
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Die Beschrankung auf die tatsachlich benétigten Elemente der Herbrand-Expansion kann mit Hilfe

von Substitutionen folgendermaBen ausgedriickt werden:

{P(X)} {_‘P(f(X))} Klauseln
[X/f((l)] [X/(l] Substitutionen
{P(f(a))} {_‘P(f(a))} Klauseln ohne Variablen
] Resolution der leeren Klausel

Im Folgenden: Entwicklung eines pradikatenlogischen Resolutionskalkiils, der direkt auf Klauseln

mit Variablen arbeitet, ohne die Substitutionen ,raten” zu missen.
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3.5.2 Begriffe

Klauselform: Sei F = Vx;---Vx,, G eine Aussage in Skolemform, wobei G in KNF ist (vgl.
Zusammenfassung in Abschnitt 3.3.1).

Dann ist die Klauselform von F die Klauselmenge die aus G gewonnen wird, wie in
Abschnitt 2.4,

Umgekehrt kann jede Klauselmenge als Aussage in Skolemform betrachtet werden, indem die
Klauselmenge als KNF-Formel geschrieben wird und mit einem V-Quantorenprafix versehen
wird, der alle darin vorkommenden Variablen bindet.

Substitution: Eine Substitution o ist eine endliche Menge von Variable/Term Paaren, mit

paarweise verschiedenen ersten Elementen (i.e. Variablen), geschrieben als
o=[x1/t1,...,xn/tnl .

Sei F eine Formel. Dann bezeichnet Fo diejenige Formel, die man aus F erhilt, indem simultan
jedes freie Vorkommen der Variablen x; in F durch t; ersetzt wird (vgl. Definition 3.6).

Grundsubstitution: Sei X ein Term, ein Atom, ein Literal, eine Klausel oder eine Menge von
diesen. Eine Substitution ¢ heiBt Grundsubstitution (fiir X), falls Xo keine Variablen enthilt.

Jedes solches Xo heiBt Grundinstanz (von X).
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Damit konnen die bisherigen Ergebnisse umgeschrieben werden zu:

Satz 3.16 (Grundresolutionssatz)
Eine Klauselmenge M ist unerfiillbar gdw. es eine Refutation von MCT gibt, wobei MC™ eine

endliche Menge von Grundinstanzen von Klauseln aus M ist.

Beweis.
M ist unerfiillbar

gdw. E(M) ist unerfiillbar (Godel-Herbrand-Skolem, Theorem 3.15)
gdw. Eine endliche Teilmenge M’ C E(M) ist unerfiillbar (Kompaktheit, Theorem 2.32)
gdw. es gibt eine Refutation von M’ (Korollar 2.38)

gdw. es gibt eine Refutation einer Menge M©™ = M’ von Grundinstanzen von Klauseln aus M
|
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3.5.3 Unifikation

Idee allgemein: Gegeben Beschreibungen von Mengen von Objekten
Beispiel: (i) , rote Autos”, (ii) ,,schnelle Autos” und (iii) ,, Autos der Marke BMW".

Gesucht ist eine moglichst allgemeine Beschreibung der Objekte welche die gegebenen

Beschreibungen gemeinsam erfiillen.

Definition 3.17 (Unifikator)
Gegeben zwei Terme s und t. Eine Substitution o ist ein Unifikator (fiir s und t) gdw. so = to.

Ein Unifikator o ist allgemeinster Unifikator (most general unifier, MGU) gdw. es fiir jeden
Unifikator & eine Substitution ¢’ gibt, so daB

s& = (so)o’

]
Man kann zeigen, daB allgemeinste Unifikatoren eindeutig bestimmt sind, bis auf Umbenennung.

Beispiel 3.18 s = Auto(rot,y,z), t=Auto(u,v,bmw).

b = [u/rot, y/schnell, v/schnell, z/bmw] ist (nicht-allgemeinster) Unifikator fiir s und t.

o = [u/rot, y/v, z/bmw] ist allgemeinster Unifikator fiir s und t. ]
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3.5.4 Ein Unifikationsalgorithmus

Vorbemerkung: Ein Unifikationsproblem U ist eine endliche Menge von Paaren von Termen,
geschrieben als

U={s1=1t1,...,sn=1t} .
Eingabe: Zwei Terme s und t.

1. Setze U ={s =t}

2. Solange wie moglich, wende die folgenden Umformungsregeln auf U an:

x=x}UN —-—=N (Trivial)
{x =t}UN — —{x =t} UN|[x/t] (Bindung)
falls x in N vorkommt und x nicht in t vorkommt
{x=tUN — - FAIL (Occur Check)
falls t keine Variable ist und x in t vorkommt
f(s1,...,8m) =T(t1,..., tm)JUN — —={s1 =t1,..., 8 = tm ] UN (Dekomposition)
{f(s1,...,8m) =9(t1,...,tm)JUN — = FAIL (Konflikt)
falls f £ g
t=x}UN—-—={x=t/UN (Orientierung)

falls t keine Variable ist
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Ausgabe: siehe Satz 3.19.

3 Pradikatenlogik

86



Satz 3.19 (Korrektheit und Volistindigkeit des Unifikationsalgorithmus)

Der Unifikationsalgorithmus terminiert und es tritt genau einer der beiden folgenden Falle ein.
1. Erfolgsfall:
(a) W ist von der Form U ={x; = t1,...,Xn = tn}, und
(b) xi# x5, fiir 1 <i,j <m miti#j, und
(c) xi kommt nicht in t; vor, fir 1 <i,j <n.

In diesem Fall ist

0= [X1/t1>' .- >Xn/tn]
allgemeinster Unifikator von s und t.

2. MiBerfolgsfall: U = FAIL.
In diesem Fall gibt es keinen Unifikator fiir s und t.
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3.5.5 Ein Resolutionsverfahren

Definition 3.20 (Variante, Variablendisjunkt)
Zwei Klauseln €7 und C; sind Varianten, falls es Substitutionen p; und p; gibt so daB

Cip1=C2 und €3 =0Cyp .

Die Substitutionen p; und p, heiBen Umbenennungssubstitutionen

Zwei Klauseln Cq und €, sind variablendisjunkt gdw. es keine Variable gibt die sowohl in €y als
auch in G, vorkommt. ]

Anschaulich: Zwei Klauseln sind Varianten, wenn sie gegenseitig durch systematisches

Umbenennen der Variablen ineinander tberfiihrt werden kdnnen.
Beispiele
e {p(x),q(x)} und {p(y), q(y)} sind Varianten.

e {p(x,y),d(x,y)} und {p(y,x), q(y,x)} sind Varianten.
e {p(x),q(x)} und {p(y), q(z)} sind keine Varianten.

e {p(x),q(x)} und {p(y), g(a)} sind keine Varianten.
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Es werden die folgenden beiden Inferenzregeln bendétigt:

Definition 3.21 (Pradikatenlogische Resolutionsregel)
Seien C1, €2 und C Klauseln. O.b.d.A seien C; und C; variablendisjunkt (andernfalls wird fiir C;

eine variablendisjunkte Variante genommen).
Dann heiBt ¢ Resolvent von €7 und C,, falls
1. es Literale P(s1,...,sn) € Gy und —=P(t4,...,tn) € G, gibt, und
2. es einen MGU o fiir P(s1,...,sn) und P(tq,...,tn) gibt, und
3. C=(C1o\{P(s1,...,8n)0}) U(Co0\{—P(t1,...,tn)0})
Bemerkungen:
e Diese Regel verallgemeinert die aussagenlogische Resolutionsregel (Def. 2.33).

e Sprechweise: ,,C wird aus Gy, G2 nach P(sq,...,sn) und =P(tq,...,t) mit MGU o

resolviert. "
Cq Cy

T~

e Graphisch: C

e Die leere Klausel [ kann als Resolvent auftreten

[]
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Es werden die folgenden beiden Inferenzregeln bendétigt:

Definition 3.22 (Pradikatenlogische Faktorisierungsregel)
Seien €7 und € Klauseln. Dann heiBt ¢ Faktor von €1, falls

1. es zwei Literale P(sq,...,sn), P(ty,...,tn) € C; gibt, und
2. es einen MGU o fiir P(s1,...,sn) und P(tq,...,tn) gibt, und
3. €=Co
Bemerkungen:
e Diese Regel ist wegen der Mengenschreibweise in der Aussagenlogik ohne Bedeutung.

e Sprechweise: ,,C ist ein Faktor aus Gy nach P(sq,...,sn) und P(tq,...,ty) mit MGU o."
C;

‘ o
e Graphisch: C
e Die leere Klausel [J kann nicht als Resolvent auftreten
]

3 Pradikatenlogik

90



Analog zur Aussagenlogik (Def. 2.35) wird der ResolutionsabschluB eingefiihrt:

Definition 3.23
Sei M eine Klauselmenge. Definiere

1. RessM) =M U {€] C ist Resolvent zweier Klauseln in M}
U {C] € ist Faktor einer Klausel in M}

2. ResM) = M
Res™ (M) = Res(Res™(M)) ,fiir n > 0.

3. Res*(M) = UnsoRes™ (M) (der ResolutionsabschluB von M)
L]

Wie in der Aussagenlogik (Def. 2.36) wird der Begriff Resolutionsableitung eingefiihrt.
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Dies ist das Hauptergebnis:

Theorem 3.24 (Korrektheit und Vollstandigkeit der pradikatenlogischen Resolution)
Eine Klauselmenge M ist unerfiillbar gdw. [J € Res*(M).

Das Korollar 2.38 gilt analog.

Beweis. Skizze. Korrektheit: Ahnlich zur Aussagenlogik.

Vollstandigkeit: Sei M unerfiillbar. Sei MGCT wie im Grundresolutionssatz 3.16 erwihnt, und sei
RGT eine Refutation von M ™. Die einzelnen Resolutionsschritte in RG™ werden durch
pradikatenlogischen Resolutionsschritte mit vorangehenden Faktorisierungsschritten simuliert

(, Lifiting"). Die in dieser Refutation R benutzten Klauseln sind in Res*(M) enthalten. Deshalb
folgt auch [ € Res*(M).

Schematisch:

Faktorisierung Faktorisierung
M: el....em el er 0 (=R)
MO, esr, esr 0 (= RS

(1: Instantiierung, T: Lifting)
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4

Logikprogrammierung mit Prolog

4.1 Einfithrung

Die Logikprogrammierung ist zusammen mit der funktionalen, der objektorientierten und der
prozeduralen Programmierung ein Hauptparadigma der Programmierung.

Es gibt mehrere Logikprogrammiersprachen. Die prominenteste ist sicherlich Prolog
(Colmerauer, 1972). Ein altes, aber immer noch gutes Lehrbuch ist:
W.F. Clocksin, C.S. Mellish. Programming in Prolog. Springer, 1984,

Logikprogrammierung Web-Seite: archive.comlab.ox.ac.uk/logic-prog.html.

Die grundsatzliche Idee des Logikprogrammierens ist (Kowalski):
Algorithm = Logic 4+ Control.
Uberspitzt gesagt: Der Programmierer gibt nur an, was getan werden soll, und die Maschine

findet die Losung. Das funktioniert in der Praxis so nicht, aber zu einem Teil eben schon. ..

Anwendungen: Prolog ist sehr gut geeignet zum Rapid Prototyping, und wird oft als eine
Hauptprogrammiersprache fiir Kiinstliche-Intelligenz Anwendungen zitiert (v.a. 80er Jahre
Expertensysteme)

Es gibt einige Public-Domain Implementierungen, fiir zahlreiche Plattformen, Interpreter,
Compiler nach Maschinencode, z.B.

— GNU Prolog: pauillac.inria.fr/~diaz/gnu-prolog/

— SWI-Prolog: http://www.swi.psy.uva.nl/projects/SWI-Prolog/
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4.2 Prolog Programme — Syntax und Semantik
Ein Prolog Programm besteht aus Fakten und Regeln.

Fakten geben Relationen zwischen Objekten an, z.B.

groesser(2,1).
vater(tom, jane) .

aelter (vater_von(X),X).
Als Formeln:

groesser(2,1)

vater(tom, jane)

Vx aelter(vater_von(X), X)

Regeln werden verwendet, um neue Relationen aus vorhandenen Relationen zu definieren, z.B.

vater (X, jane) :- maennlich(X), elter(X,jane).
vater (X, jane) :- bruder(Y, jane), vater(X,Y).
Als Formeln:

Vx (vater(x,jane) « maennlich(x) Aelter(x,jane))

Vx Yy (vater(x,jane) « bruder(y,jane) Avater(x,y))

—

Vx (vater(x,jane) « Jy (bruder(y,jane) Avater(x,y))) )
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Mit einer Anfrage (auch Ziel genannt) wird die Abarbeitung eines Prolog Programms ausgeldst.

Beispiel-Anfrage:
7- vater (X, jane).
Informelle Bedeutung:
, Existiert ein X so daB vater (X, jane) gilt? Falls ja, welche(s)?"

Die Lésung(en) der Anfrage werden als Antwort(en) bezeichnet.

Die Abarbeitung der Anfrage erfolgt durch zielorientiertes SchlieBen (backward chaining): Mit
der Regel

vater (X, jane) :- maennlich(X), elter(X,jane).
ergibt sich aus der Beispiel-Anfrage dann
»Existiert ein X so dal maennlich(X) und elter(X, jane) gilt? Falls ja, welches?"

Diese Art der Abarbeitung wird rekursiv fortgesetzt bis zur Faktenebene.
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Definition 4.1 (Syntax von Prolog Programmen)

Eine (Prolog) Atom ist von der Form

P(ty, ... ,tn) ,
wobei P ein Pradikatssymbol ist und t1,...,t,, Terme sind. Variablen beginnen dabei mit
Grossbuchstaben oder mit ,,_". Pradikats- und Funktionssymbole beginnen mit Kleinbuchstaben.

Ein Prolog Programm besteht aus Fakten und Regeln. Ein Fakt ist von der Form
F. (mit F Atom).
Eine Regel ist von der Form

H :- By, ... , Bna. (mit H,Bq,...,B Atome, n > 1),

Das Atom H heiBt Kopf (head) der Regel, und die Liste By, ..., By hei Rumpf (body) der Regel.

Die Gesamtheit aller Fakten und Regeln mit dem gleichen Pradikatssymbol P bei F bzw. H wird

als P-Prozedur bezeichnet.

Eine Anfrage (goal, Ziel) ist von der Form

- G1, ..., Gn. (mit Gq,..., G, Atomen > 1).
[]
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Semantik von Prolog Programmen
In Kurzfassung:

e Ein Prolog Programm kann auf naheliegende Weise als eine Menge M von definiten Klauseln

betrachtet werden.

e Eine Anfrage 7- Q. kann als die Aufgabe aufgefaBBt werden zu zeigen dal3

M E=n 3x1, .. % Q

gilt, wobei
- X1,...,Xn alle (freien) Variablen in Q sind, und

— En die Folgerungsrelation beziiglich Herbrand-Interpretationen ist.

e Aquivalent dazu: Zeige daB die Horn-Klauselmenge
M U{—=Q}
kein Herbrand-Modell hat.

e Im Prinzip ist deshalb das Resolutionsverfahren aus Abschnitt 3.5 anwendbar.

e Dem Prolog Abarbeitungsmechanismus liegt die spezielle Variante SLD-Resolution zu
Grunde, um auf die Bediirfnisse der Programmierung einzugehen (Berechnen von Antworten,
Reihenfolgeaspekte).
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4.3 Abarbeitung von Prolog Programmen — SLD Resolution
Diskussion an Hand des folgenden Beispiel-Programmes:

maennlich(albert).
maennlich(edward) .
weiblich(alice).
weiblich(victoria).
eltern(edward, victoria, albert).

eltern(alice, victoria, albert).
Beispiel-Abarbeitungen mit System-Interaktion.

1. ?7- maennlich(edward).

yes

2. ?7- maennlich(alice).

no

3. ?- weiblich(X).
X = alice ;
X = victoria ;

no
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Erweiterung des Beispiels

maennlich(albert).
maennlich(edward) .
weiblich(alice).
weiblich(victoria).
eltern(edward, victoria, albert).
eltern(alice, victoria, albert).

schwester_von(X,Y) :- weiblich(X), eltern(X,M,W), eltern(Y,M,W).
Beispiel-Abarbeitungen mit System-Interaktion.

1. ?- schwester_von(alice,Y).
Y = edward ;

no

2. ?7- schwester_von(X,Y).
X = alice, Y = edward ;
X = alice, Y = alice ;

no
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4.3.1 Ein SLD-Resolutionsalgorithmus

SLD-Resolution

1 Eingabe: Eine Anfrage G = 7- Gy, ..., Gn..

> Ausgabe: Eine Antwortsubstitution o (’G ist erfolgreich’)

3 oder no ("‘G failed"’).

4

5 Falls 7?- Gy, ... , Gn nicht leer ist (i.e. mn>0), dann

6 1. Sei H oder H :- By, ..., Bn

7 das nachste noch nicht herangezogene Fakt oder

8 die nachste noch nicht herangezogene Regel

9 (es wird oben im Programm begonnen),

10 so daBk G7 und H unifizierbar sind.

11

12 2. Falls nicht existent, dann ist das Ergebnis no (G; ’'failed’).
13

14 3. Sei 0 ein MGU fur Gy und H (ggf. Varianten der Fakten/Regeln benutzen!)
15 Rufe SLD-Resolution rekursiv mit ?- (By, ... ,Bn,Gi, ... , G,)o auf.
16 Falls das Ergebnis no ist, dann (’Backtracking’)

17 Gehe zu Schritt 1

18 sonst (’Gy erfolgreich’)

19 Sei 0’ das Ergebnis des rekursiven Aufrufs.

20 Das Ergebnis ist die kombinierte Substitution o0’.

21

22 sonst
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23 Das Ergebnis ist die leere Substitution [].
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Bemerkung: Der SLD-Resolutionsalgorithmus zeigt
e daBl Prolog Programme von oben nach unten abgearbeitet werden,
e daB Regeln von links nach rechts abgearbeitet werden,
e daB Ein/Ausgabe , Parameter"” vertauscht werden kénnen, und
e daB die Abarbeitung durch Suche (Backtracking) erfolgt.

Der Occur-check (siehe Unifikationsalgorithmus, Abschnitt 3.5.4 ) wird aus Effizienzgriinden in

Prolog Implementierungen meist weggelassen.
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4.3.2 Negation

Im Beispiel oben wurde die unerwiinschte Antwortsubstitution
X = alice, Y = alice

berechnet. Durch den Negation by failure Operator not kann dieses Problem behoben werden.
Modifiziertes Programm (== bedeutet ,,syntaktische Gleichheit"):

maennlich(albert) .

maennlich(edward) .

weiblich(alice).

weiblich(victoria).

eltern(edward, victoria, albert).

eltern(alice, victoria, albert).

schwester_von(X,Y) :- weiblich(X), eltern(X,M,W), eltern(Y,M,W),
not(X == Y).

Damit:

?- schwester_von(X,Y).
X = alice, Y = edward ;

no

Bedeutung: not (G) ist erfolgreich falls G failed.
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4.3.3 Der Cut-Operator !

Der not Operator ist vordefiniert, kann aber auch wie folgt mit Prolog definiert werden:

not(G) :- call(G), !, fail.
not (G) .

Hierbei bedeutet:
e call(G) — Der SLD-Resolutionsalgorithmus wird mit G aufgerufen.

e fail — failed immer (und 16st Backtracking aus).
o ! —

In ,, Richtung von links nach rechts”: kein Effekt, ! ist unmittelbar erfolgreich.

In ,, Richtung von rechts nach links”: statt Backtracking failed die Prozedur die den ! enthalt.
Ende Logikprogrammierung!

Der einzig elementare fehlende Aspekt sind Prolog Datentypen, in erster Linie , Listen®.
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