Halbordnungsrelationen

Definition

Eine binare Relation R iiber A heil8t Halbordnungsrelation, falls
R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Bezeichnung: x <y

Sei < Halbordnungsrelation iiber A.

/wei Elemente a, b € A heiBen vergleichbar beziiglich <, falls
a < b oder b < a gilt.



Beispiele

(1) R={(a,a),(b b).(c c) (d,d) (ac) (d b);

reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
(2) <C R reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

(3) A Menge aller Aussagen; = logische Aquivalenz
A/= Quotientenmenge

[Pl <[q] falls p—qg=1

< nicht abhingig von der Wahl der Repras. der Aquivalenzklassen
(fallsp=p’undg=q’',sop—qg=p" — q')

reflexiv (dap—p=1)

antisymmetrisch (dafallsp—qg=1undgq—p=1,so p=gq)

transitiv (dafallsp—g=1lundg—r=1,sop—r=1)



Beispiele

(4) Teilbarkeitsrelation iiber N

reflexiv (da a | a fiir alle a € N)
antisymmetrisch  (da falls a| bund b | a so a = b)

transitiv (dafallsa| bund b|csoalc)

(5) Teilmengenrelation iiber P(A)
reflexiv (da M C M fiir alle M € P(A))

antisymmetrisch  (da falls M C N und N C M so N = M)
transitiv (da falls My | My und M, | M3 so My | Ms)



Halbordnungsrelationen

Definition

Eine Halbordnungsrelation < iiber A heiBt Ordnungsrelation,
falls fiir zwei beliebige x,y € A stets x < y oder y < x.



Halbordnungsrelationen

Bezeichnung: x < y aef (x <y)A(x #y)

Definition
Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

b € A heil8t unmittelbarer Nachfolger von a € A, falls a < b und
kein ¢ € A existiert, mit a < ¢ und ¢ < b.

(a unmittelbarer Vorganger von b)



Graphische Darstellung

Darstellung unmittelbarer Beziehungen

(urspriingliche Halbordnung kann eindeutig wiedergewonnen werden)

{ab,c}

c d {a’b} e}
|

%



Halbordnungsrelationen

Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.
Sei ) # M C A eine nichtleere Teilmenge von A.

Definition
e Ein Element m € M heiBt maximales Element in M, wenn
fiir alle m" € M, aus m < m’ folgt m = m’.

e Ein Element a € A heil3t obere Schranke von M, wenn
fir alle me M, a > m.

e Die kleinste obere Schranke von M hei8t Supremum von M.

a € A ist Supremum von M falls
(i) a > m fiir alle m € M (obere Schranke)
(ii) a < &’ fiir alle oberen Schranken a’ von M (kleinste)

e Gilt a € M fiir das Supremum a von M in A, dann

wird a Maximum von M genannt.



Halbordnungsrelationen

Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.
Sei ) # M C A eine nichtleere Teilmenge von A.

Definition
e Ein Element m € M heilt minimales Element in M, wenn
fir alle m" € M, aus m" < m folgt m= m’.

e Ein Element a € A heil3t untere Schranke von M, wenn
fir alle me M, a < m.

e Die grosste untere Schranke von M heiBit Infimum von M.
a € A ist Infimum von M falls
(i) a < m fiir alle m € M (untere Schranke)
(ii) a > a’ fiir alle unteren Schranken a’ von M (grdsste)

e Gilt a € M fiir das Infimum a von M in A, dann
wird a Minimum von M genannt.



Beispiele

Maximale Elemente: {e, f, g}.
C d Minimale Elemente: {c, d}.

Keine obere/untere Schranke.

Kein Supremum /Infimum.

M={cdef, g} Kein Maximum /Minimum.



Beispiele

© \ /]:\ ¢ Maximale Elemente: {c, d}.
c¥ Td Minimale Elemente: {a, b}.
l Obere Schranke: {f}.
a___b Supremum: {f}.
N ={a, b, c, dj Kein Infimum.

Kein Minimum.
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Beispiele

{a,b} (b c) Ein maximales Element: {a, b, c}.
} ‘ Eine obere Schranke: {a, b, c}.

Supremum/Maximum: {a, b, c}.
Ein minimales Element: ().

M ="P({a, b, c}) Eine untere Schranke: (.

Infimum /Maximum: (.
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Beispiele

Jedes Element aus M ist maximal.

{a}E,c} Jedes Element aus M ist minimal.
{a,b} {}\C» {b,c} Eine obere Schranke: {a, b, c}.
{a}) (c} Supremum: {a, b, ¢}
Q) Eine untere Schranke: ()

Infimum: ()
M = {{a, b} {a c} {b c}}

M besitzt kein Maximum

und kein Minimum

12



Halbordnungsrelationen

Definition Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

K C A heiBt eine Kette in A bzgl. < falls die auf K induzierte
Halbordnung <y eine Ordnung ist.

Eine Kette K heiBt maximale Kette in A, falls es keine K
umfassende Kette in A bzgl. < gibt.
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Beispiele

Ki={0,{a},{a, b} {a, b, c}}

K1 maximale Kette
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Beispiele

{b,c}

(C}

Ki={0,{a},{a, b} {a, b, c}}

K1 maximale Kette

Ka = {{b},{b,c}}

K> Kette, nicht maximal

(ist in der Kette

{0, {b},{b.c},{a b.c}}

enthalten)
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Halbordnungsrelationen

Definition Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.

K C A heiBt eine Kette in A bzgl. < falls die auf K induzierte
Halbordnung <y eine Ordnung ist.

Eine Kette K heiBt maximale Kette in A, falls es keine K
umfassende Kette in A bzgl. < gibt.

Maximalkettenprinzip

(1) In jeder halbgordneter Menge gibt es bzgl. Mengeninklusion
maximale Ketten.

(2) In jeder halbgordneter Menge gibt es zu jeder Kette K eine
K umfassende, bzgl. < maximale Kette.
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Halbordnungsrelationen

Definition Sei < eine Halbordnungsrelation iiber A.
Die Halbordnung is wohlfundiert falls fiir Ketten

X12X22X2> .---ZXn>...

endlich sind, d.h. ein m existiert so dass x,,, = x, fur alle Kk > m.

Beispiele
(N, <) wohlfundiert (nur endliche Ketten n > n; > ...)

(Z, <) nicht wohlfundiert
(unendliche Kette: 1 >0> —-1>---—n>...)

17



Abbildungen und Funktionen

Definition Sei F C A x B eine Relation zwischen A und B.

(1) F heiBt linksvollstandig, falls es zu jedem a € A
ein b € B gibt, so dass afFb.

(2) F heiBt rechtseindeutig, falls fiir alle Paare
(a, b),(a,b’) € Ax B mit aFb und aFb’ gilt b= b’.
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Abbildungen und Funktionen

Definition Sei F C A x B eine linksvollstandige und rechtsein-
deutige Relation. Dann heiBt das Tripel f = (A, B, F) Abbildung
von A nach B.

F heiBt Graph von f.

A Definitionsbereich von f: B Wertenbereich von f.

Bezeichnung: f : A — B.

e 2 € A: das eindeutig bestimmte Element b € B mit aFb
wird mit f(a) bezeichnet.

e f(a) Bild von a; a Urbild von f(a).

ef:a—0b
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Abbildungen und Funktionen

Definition
Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Seien M C A und N C B.
Bild von M:
FIMYE (beB|3a:(acA A b=F(a))}
Urbild von N:
F~LN)E {ae A| f(a) € N}

f(A) Wertenbereich von f
F=1(b) = f~1({b})
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Abbildungen und Funktionen

Satz Seien Ml, M2 C A und Nl, N2 C B.
Fiir jede Abbildung f : A — B gilt:

(1) f(MyUMy) =Ff(My)U f(Ms)
(2) f(MyNMy) Cf(My)N f(Ms)
(3) F~H(Ny U No) = FH(Ny) U F ()
(4) F~Y(Ny N No) = FYH(Ny) N FH(NG)
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Abbildungen und Funktionen

Definition: Sei f = (A, B, F) eine Abbildung. Sei M C A.

Die Abbildung g = (M, B, FN (M x B)) heiBt die Einschrankung
von f auf M.

Bezeichnung: f

Definition: Seien f = (A, B, F), g = (B, C, G) Abbildungen.
Die Abbildung (A, C, F o G) heit die Komposition von f und g.

Bezeichnung: go f
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Abbildungen und Funktionen

Satz: Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h.
fiir beliebige Abbildungen f = (A, B,F), g = (B, C, G),
h=(C,D,H) gilt:

ho(gof)=(hog)of.

Beweis: Ubung

23



Surjektive, injektive, bijektive Abbildungen

Definition: Sei f : A — B eine Abbildung.
(1) f heiBt surjektiv, falls f(A) = B

(2) f heiBt injektiv (oder eineindeutig), falls
fiir alle a,a’ € A gilt: aus f(a) = f(a’) folgt a = &’.

(3) f heiBt bijektiv (oder umkehrbar eindeutig),
falls f surjektiv und injektiv ist.
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