Aussagen und Aussagenformen

Aussage: Satz, der entweder wahr oder falsch ist.

Aussagenform: Satz mit Variablen, der durch Einsetzen fiir die
Variablen zu einer Aussage wird.



Verkniipfungen von Aussagen

—A nicht A Negation
ANB Aund B Konjunktion
AV B A oder B Disjunktion
A= B wenn A, dann B Implikation
A< B A genau dann, wenn B Aquivalenz

—A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.
A A B ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

AV B ist genau dann falsch, wenn A und B beide falsch sind.
Sie ist also genau dann wahr, wenn A oder B oder A A B wahr ist.

A = B ist genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Sie ist
also insbesondere dann wahr, wenn A falsch ist.

A & B ist genau dann wahr, wenn A und B beide wahr oder beide
falsch sind.



Tautologien und Kontradiktionen

Tautologien: Aussagenverbindungen, die stets wahr sind.

Beispiele: p V (—p) (Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten)
(Tertium non datur)

p <> ——p (Prinzip der doppelten Negation)

Kontradiktionen: Aussagenverbindungen, die stets falsch sind.

Beispiel: p A =p (Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch)

e Die Negation einer Tautologie ist eine Kontradiktion

e Die Negation einer Kontradiktion ist eine Tautologie



Tautologien

Lemma 1.7
Die folgenden Aussagenverbindungen sind Tautologien:
(1) (p=—p) = (-p)
(2) (pA(P=14q))=q
3) (PAQ@)=p
(PAg)=gq
(4) p=(pVaq)
qg=(pVaq)
(5) (p=aq)=I(g=r)=(p=r)]
6) (((p=aq)A(g=r))Ap)=r



Logische Aquivalenz

Zwei Aussagenverbindungen a;(p1,...,pn) und ax(ps1,- .-, Pn)
heiBen logisch aquivalent wenn die Aussagenverbindung

ai(p1,---,Pn) < ax(pi, ..., pn) eine Tautologie ist.

Bezeichnung: a; = a5



Wichtige Aquivalenzen

Lemma 1.8
Die folgenden Aussagenverbindungen sind logisch aquivalent:

(1) (PN aq)=(qAp)
(pVaq)=(qVp) (Kommutativgesetz)

(2) (pAg)A)=(pA(gAT)) (Lemma 1.1, 1.2)
((pvag)Vvr)=(pV(qVr) (Assoziativgesetz)

3) (pA(gVvr)=(pAq)V(pAr)) (Lemma13)
(pV(gATr)=(pVvag)A(pVr)) (Distributivgesetz)



Wichtige Aquivalenzen

.. andere wichtige Aquivalenzen:

(PAP)=p
(pVp)=p (Idempotenz)

(gv(pAng))=gq
(gA(pVq))=q (Absorption)



Wichtige Aquivalenzen

Lemma 1.8 (Fortsetzung)

Die folgenden Aussagenverbindungen sind logisch dquivalent:
(4) (p=q)=(-pVaq)
(5) (p=q)=(—qg= —p) (Kontraposition)

6) (peag)=pP=>9Ar(g=p) (Lemma 14)
(pr=aq)=((pAq)V(=pA—q))



Wichtige Aquivalenzen

Lemma 1.8 (Fortsetzung)

Die folgenden Aussagenverbindungen sind logisch dquivalent:

(7) ~(pAg)=(—pVq) (Lemma 1.3)
-(pV q)=(-pA—q) (De Morgan's Regeln)
8) ((p=aq)A(r=2q))=(pVr)=q)

(9) (p A q) = p, falls g Tautologie (Tautologieregeln)
(pV q) = p, falls g Kontradiktion (Tautologieregeln)

(10) (——p)=p (Doppelte Negation)



