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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Für f, g ∈ C[0, 1] wird durch

d(f, g) :=

(∫ 1

0

(f(x)− gt(x))2dx

)1/2

auf C[0, 1] eine Metrik definiert. Bestimmen Sie t ∈ R so, dass der Abstand der Funktionen
f(x) = ex − 1 und gt(x) = t · x bezüglich dieser Metrik minimal wird.

Aufgabe 2 (2+2=4 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Sei V ein reeller Vektorraum und ‖ · ‖ : V → R eine Norm auf V . Gelten die folgenden
Eigenschaften für u, v ∈ V, α ∈ R

• ‖v‖ = 0 ⇒ v = 0

• ‖αv‖ = |α| ‖v‖
• ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖,

dann folgt daraus die Eigenschaft ‖v‖ ≥ 0.

b) Sei X eine beliebige Menge und d : X × X → R eine Metrik auf X. Gelten die folgenden
Eigenschaften für u, v, w ∈ X

• d(u, v) = 0 ⇔ u = v

• d(u, v) = d(v, u)

• d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v),

dann folgt daraus die Eigenschaft d(u, v) ≥ 0.

Aufgabe 3 (5+3+2=10 Punkte)

Die p-Norm eines Vektors (v1, . . . , vn)> ∈ Rn wird definiert als

‖v‖p :=

(
n∑

i=1

|vi|p
) 1

p

(1 ≤ p <∞)

und

‖v‖∞ := max(|v1|, . . . , |vn|).

a) Berechnen Sie die Distanz der Punkte (1, 6)> und (2, 3)> in den durch die p-Norm induzierten
Metriken für p = 1, 2,∞. Überlegen Sie sich, warum man für p = 1 von der Cityblock -Metrik
spricht.
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b) Sei ‖ · ‖ eine Norm auf dem Vektorraum V , die die Parallelogrammgleichung

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

(siehe Präsenzübung 8) erfüllt. Zeigen Sie, dass dann ein Skalarprodukt 〈·, ·〉 existiert auf V
mit ‖v‖ =

√
〈v, v〉.

c) Zeigen, dass die p-Normen für p = 1 und p = ∞ nicht von einem Skalarprodukt induziert
sind.

Aufgabe 4 (4 + 1 = 5 Punkte)

a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis des von den Vektoren

v1 =


1
0
0
0
1

 , v2 =


1
0
1
0
0

 , v3 =


2
0
1
0
1

 , v4 =


0
0
0
1
0


aufgespannten Teilraums V des R5.

b) Ist v5 = (0, 1, 0, 1, 0)> in V ?
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